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PREFACIO 


Las Notas de Geometrla Diferencial corresponden al curso del 
mismo nombre del s^ptimo semestre de la Licenciatura en 
Matem&ticas . Tratan la geometri a diferencial de curvas y 

3 

superficies en 0? , que son introducidas como curvas y superficies 
parametrizadas aunque, siguiendo a Do Carmo, en el caso de 
superficies se hace luego la definici^n como subvariedad 
unidimensional de K 3 . 

Tambi^n se estudia con detalle el teorema de la funci6n 
impli cita con el objeto de aplicarlo a la definici6n de superficie 
y curvas en forma impllcita. 

Usamos la notaci6n del libro de Do Carmo y su enfoque para el 
desarrollo de los temas, aunque hemos alterado varias 
demostraciones y el orden de algunos teoremas, agregando adem&s 
ejemplos no tratados en el libro, tanto en el texto como en los 
ejercicios . 

En algunos capitulos agregamos un ap^ndice, con el objeto de 
desarrollar conceptos que se usan en el curso, o ampliar algun 
tema. Con el mismo objeto se ineluye una introducci6n para 
enfatizar la condici^n de regularidad de curvas y superficies y su 
significado geomotrico . 
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CAPITULO IrCURVAS 


1.1- Preliminares. 

En esta secci6n recordaremos algunas de-finiciones y teoremas 
que posteriormente uti1izaremos. 

HOMEOMORFISMOS ENTRE ABIERTOS DE CR n . 

Una aplicaci6n F:U c IR^ -♦ R n , U abierto,es un homeomorfismo 
si es biunivoca y bicontinua. 

Es decir ,si tiene inverse F 1 :F(U) —> U y F es continua. 

Como U es abierto y F(U) = <F 1 ) 1 (U) resulta F (U) 

abierto en R n . 

DlPjroMORFlSMOS sun homeo/nor-fismo es di-f eomorf i smo si F y F 
son di i erenciables. 

Los di-f eomor-f i smos m&s Citiles son aquellos en 1 os que las 

derivadas parciales son continuas hasta el orden k > 1 - en cuyo 

Jc 

caso decimos que el di f eomor-f i smo es de clase C - 

El teorema de la. -funci6 n inversa d& una condici6n para la 
existencia de di -f eomor-f i smos locales ,es decir ? para que una 

F:U c: ER n —-> ER n sea un difeomor-fismo en un entorno de q e U. 


Teorema de la funcion inversa : si 

k 

clase C , k > 1 y dF es un isomorfismo 

q 

el determinants jacobiano es no nulo en q 
di i eomorfismo entre un entorno W de q y su 


F:U c [R n -*-R n 

<*) de K n , o 
e U, entonces 
imagen F(W) 


es 

sea 

F 


de 

si 

es 
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posee inversa 


En otros t^rminos, en W la -funcidn F 
diferenciable, de clase C k igual a la clase de F, de mode que 
F es homeoffior-fismo tal que F y F 1 son de clase . 

<*> basta decir que dF^ es inyectivo pues el teorema 

dim N + dim Y = n, N nticleo e Y imagen de la aplicaci6n lineal 

dF 0 slRn —* K n i asegura que dim Y = n y por lo tanto dF es 

isomor-f ismo. 

Como las aplicaciones lineales de R r ’ en [R n son di-f erenci abl es 
de clase C , el teorema de la -funci6n inversa consiste en 

transmitir la propiedad de dF^ de "tener inversa di -ferenci able" a 

la funci6n F, localmente. 

Es decir, F "hereda" la condici6n de ser difeomorfismo de su 
aplicaci6n tanqente o diferencial « aplicando un entorno W de q 
di -feom6r-fi c ament e sobre F(W). 


Aplicaciones de abiertos de R™ en R n si m<n . 

Si F:U c £R m —>IR n tiene dF inyectiva ,1a imagen dF (D? m ) 

q q 

es un subespacio de dimensi6n m en IR n , ya que el rango de la 
matriz nxm de dF^ ser£ m&ximo, o sea, igual a m. 

Ejemplo 1 . 


Sea 

derivable 

Como 

la matriz 


as I c R—una aplicaci6n de clase C 1 , o 
con derivadas continuas, I intervalo de la recta. 
a(t) = <x(t) , y(t) , z(t)) , tel 

a’(t) = y’(t),z’(t)) 

de da es la matriz 1x3 <*) 


sea 
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<*) Debiera ser 3x1 pero es costumbre escribirlo asl. 
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a’<q> = <x’<q> , y’(q) , z’(q) > 


de modo que para todo vector (ndmero real) h e !R se tlene 

da <h) = <x’(q> , y 5 <q) , z’(q> )-h 

q 

j Qu£ es da (h) ? . Es un elemento de la recta 

q 

da <t)=(at,bt,ct), teR si ponemos a=x’(q), b=y’(q), c=z’(q) 

q 

0 sea, da (t) es una recta por el origen o subespacio de 

q 

3 

dimensi6 n uno de (R , siempre que los numeros a,b,c no sean todos 

nulos. Si a=b=c=0, la imagen de R por da es (0,0,0). 

q 

Por lo tanto la imagen ser& una recta si y solo si la matriz 

de da tiene rango m<iximo, es decir, si alguna de las tres 

q 

derivadas x’(q), y’(q), z’(q> no se anula en q« 

Ejehplo 2 . 

2 3 2 

Sea p:U a ER —>{R una aplicaci6n de un abierto de \R , de 

clase C 1 ,o sea, con derivadas parciales continuas. 

En coordenadas, p se expresa p (u, v) = (x (u, v) ,y <u , v) ,z <u , v) ) , 

< u , v) e t_L 

La diferencial dp donde q=(u , v ) eU existe ya que cada 

q o o 

funci6n componente es diferenciable por ser de clase C*. 

2 3 

La matriz de dp : [R —>[R es 

q 


u 

<U o ’ 

D 

> 

> 

X 

r 

o 

< 

0 

u 

<U o ’ 

V > 

o 

y v 

<U 

O 

0 

> 

«- 

U 

<U o ’ 

V ) 

o 

z 

V 

<U 

o 

0 

> 


Aplicada a un vector (h,k)e{R dA : 


dp <h,k) = 

q 


f X 

X 1 


u 

V 


r h " 

y, f 

y w 



u 

V 



z 

z 


k 

u 

v 



= (x h + x k , y h + y k , z h + z k) 
u v u v u v 
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Vanando h y k sabemos que la intagen por d <p s erk un piano si 

q 

el rango de la matriz jacobiana es 2, o sea, si es m4xi.no. 

Pode/nos visual izarlo fnejor si ponenios 

*u =< \. ' y u ’ 2 u ’ x v-‘*v ’ ''v ’ 2 v ’ 

(derivadas evaluadas en q=(u , v ) ). 

u ^ son vectores de ER , 1 ineal/nente independi entes 

si y solo si uno al menos de los determinantes 


f M f y u V v 1 (• z u z y 

l Y “ J l Z u 2 V J [ * u * v 

evaluados en q, es no nulo. En este case X u y X y generan un 
subespacio de dimensi6n dos, o sea, un piano por el origen de ER 3 . 

Del estudio que realizaremos sobre las curvas y superficies 
en ER se deducir4n propiedades de homeomorf i smos locales entre I y 
a(I) 6 U y <p( U) respectivamente. 

E lntroduciendo el concepto de diferenciabi1idad de 
aplicaciones entre curvas o superficies, tambi^n aparecerin 
difeomorfismos locales. 


1-2. Curvas en el pi and 

Una curva parametrizada plana es una aplicaci6n diferenciable 
a. I —* ER donde a es C e I un intervalo abierto de la recta real 
La derivada o velocidad a’(t) es continua pero la traza de a 
puede presenter singularidades, tales como cdspides 
auto-intersecciones . 

Asi la curva 

EjEMPLO 1 . a(t)=(t 3 , t z ) , t e R 
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presents una cOspide en <0,0) ,punto en el que a 5 <0>=<0,0). NO 


es posible asiqnar a este punto un vector tanqente no nulo de modo 
que el campo de vectores tangentes a lo largo de a resulte 
continuo. 



Fig. 1 


EJEMPLO 2 - La curva a(t>=(t 3 -4t,t 2 -4), teR verifies 

a<2)=a(-2)=(0,0) de modo que presents un punto doble en <0,0). 



Podemos postular que las curvas que consideramos sean 
simples , es decir, sin auto-intersecciones- Dicho de otro modo, 
pediremos que la correspondenc i a I —>cx (I > sea bi yectiva . 

Para evitar singularidades , como por ejemplo, cuspides, 
introducimos el concepto de curva reqular : 
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1.3.- CURVAS REGULARES son las que veri-fican a’(t>^(0,0) V t e I. 


Si a es regular,el campo vectorial a'If ) . ... 

jaTTtTJ = t(t) 

es continuo a 1_o 1 arqo de l_a curva, Ya hemos visto que no es 
posible obtener un tal campo para la parabola semicubica <t 3 ,t 2 ). 
Consideremos la curva 

EJEMPLQ 3 . a(t>=(sen t,sen 2 t), t e (0,rr> 

Su traza es un arco de la parabola y=>j 2 , entre (0,0) y (1,1). 
Pero siendo <l.l)=<sen n/ 2 ,sen rr/ 2 ) y sen >:=sen (tt— x) dicha traza 
es recorrida dos veces. 



Esta curva no es regular, pues a’ <tt/z) = (0,0) . Una curva 
regular no puede tener este comportamiento,ya que vale el 
TEOREMA 1: una curva regular establece local mente una 

biyecci6n entre un subintervalo de I y la imagen del mismo por a. 

Demostracion. 

Si a’(t >7*0 alguna de las derivadas xMt ) 6 y’ (t ) es no 

o O O 

nul a. Supongamos ’ (t )^0. Entonces en un intervalo <t - e. 

o o ’ 

t +s) la coordenada >:<t) es creciente o decreciente. 
o 

Luego si t ,t e(t -£,t ■*■£:) y t se tiene x (t );*x(t ), por 

120 0 12 1 2 K 
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1-4-- LONGITUD DE UN ARCO DE CURVA . 

Dada una curva a, llamamos arco de a a la imagen aCc,dl de 
cualquier intervalo cerrado Cc,dl <r (a,b). 

Podemos e-fectuar una particidm del intervalo Cc,d3 por los 

puntos t =c < t < t <...< t — d 
0 12 n 

Los segmentos att^)—aCt.^) -forman una poligonal con 

vertices a(t^) sobre la traza de la curva a. 



a 


Fig. 4 


Si consideramos todas las particiones 


F*, y si existe el 


n 


sup £ | «<t > - act > | 

i = i 


de-fini mos a este mimero como lonaitud del arco 


onqitud del arco ctCc.dl. 


Demostraremos que esta longitud existe para un arco de curva 


regular. 


TEOREMA 3. Si a es regular y Cc,dl xz I 
es la longitud del arco aCc,dl. 

Demostracion • 



n 


Partimos de la sumatoria £ |a(t.)-a(t. ) | donde 


i=l 


a (t. )-a(t. 
i l-l 
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Como las f unci ones coordenadas son de clase C 1 puede 
aplicarse el teorema de valores medios, con lo quo 

I a (t. > —a < t. ,>!=-/<x ’ >> 2 +<y’<7> >> 2 (t -t ) 

! 1 1-1 1 s i 1 'i i i-i 


donde f , r> e (t ,t >„ 
i i i-i i 

Como x’ e y H son func. continuas en Cc 5 dD, eon uniformemente 

continuas y se puede determiner una partici6n P de Cc^dl tal 

que,en cada subintervalo <t ,t ) sean |>: ' (f )-x'(t >!<?r 7 C 3 -, y 

v-i i ! i. 1 2(d--c> 

tambi^n Jy’ <7).) -y ’ <t .) . 


Por la desigualdad triangular 


y x ’ ) 2 + y ~Vr) ) z - i/T: ’ (t ) 

* t i i 


2 + y 1 (t ) 2 < 

x. i 1 


-J < X 


’<?.) - >:’(t.)) 2 + (y ’ <7). ) - y 1 <t >) 2 < 


| x’i?,) ->:’(t.)| + J y’tT}.) -y’(t.) j 

Por lo que para la partici6n P se verifica 

1 


W >: ’ <? ) z + y ’ <77 ) 2 - -/ x’<t ) 2 + y’(t ) 2 I < -r^- 

1 t t i 1 v * d-c 

Reemplazando en la sumatoria; 

n n * - 1 

£ja(t. >-ct(t ) |=][; > 2 + <y’<7? )) 2 (t.-t ) 

• _j 1 1 1 . , JL X v t x 


i =1 


i-i 


tenemos que para la partici6n es s 


I xy>:’<t.) 2 + y ’ ( t . ) 2 (t.-t. r|ct(t. )-a(t. >| 

1 ^ i r i ii-l ^ • i i-i ! 
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MiaMiiMMteattyaiaMBmg!-aii 1 ii r fi m-i i • : : 


f 


I < JE - tj.,) - * 

Por la teoria de la integral de Rie/nann, existe una 
partici6n para la que la diferencia entre la integral 

J V^x’ (t) + y 5 (t) 2 dt y la suma £ 1 / x’(t.) 2 + y 5 (t.) 2 (t.—t. > 

** c p 1 i i i —1 


es menor que & m 


n 

Finalmente,1 a diferencia entre la longitud V |a(t )~a(t )l 

i =1 L L “ 1 

y el supreme* de tales sumas puede hacerse menor que e para alguna 

partici6n P . 

3 

Tomando particiones P que refinen a P ,P y P tendremos 

12 3 

para toda tal partici6n: 

Y x’(t) 2 + y ’(t) 2 dt - sup 

P 


- sup £ |a(t.)|- a(t i _ 1 )| | = 


:) 2 + y'(t) 2 dt J < 3 e 


I £ 1 Y x'(t J 

C 

lo que prueba lo enunciado. 

Este teorema equivale a reemplazar la longitud de la 

poligonal por sumas de las longitudes la’(t )| (t -t ) sobre 

1 i * i i-i 

las rectas tangentes en 1 os puntos a(t ). 



Fig. 5 
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Esta Es la idea que puede generalizarse mAs adelante para 


obtener el Area de BLtper^icies. 

1.5.- CURVATURA PE UNA CURVA PLANA - Comparemos 105 arcos siguientes, 
a los que hemos trazado vectores tangentes unitarios : 


Gbservamos que el vector tangente unitario "gira mAs" en el 
caso de la segunda curva que en la primera. Si llevamos esos 
vectores, paralelamente, a un punto 0 del piano, estos vectores 
a , <s)=t<s) se mueven sobre la circunferencia unitaria : 

© 

Fig. 8 

Llamando <p al Angulo entre t y el semi—eje horizontal 
posi t i vo , modi do en radianes; 
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Fig P 


Veroos que el Angulo j A <p\ entre y t^, vectores tangentes 
en a(s^) y afs^} , < s ^ es mayor si la curva "se curva” mAs. 

Por Id tan to j | dA la medida de la cur vatura de la curva. 
For otra parte, si At = t^—t^, como jA p J es la medida del 
Angulo en radianes, igual al arco de circunferencia unitaria entre 


los extremes de t y t , tenemos: 

1 ' 2 1 


11m 


As 


11 m 

1 I 

1 ^ 1 

’ S 2~* S 1 

1 At 1 

1 a = ! 


1 i m 


ya que en la circunfersncia unitaria la raz6n de la cuerda al arco 
tiende a 1. 

Entonces el 11 mite en s=s serA el 


11m | At 

As->0 


Jzs | ~ I 1 I ’° sea * la derivada del campo t(s) 


en s=s . 
o 


DeRNICION s Se llama curvature de una curva plana a a la Eunci6n 
continua k(s) = 

j ds| 

Esta definici6n tiene sentido si a es una curva regular, pues 
ya hemos visto que el campo unitario t puede no estar de-Finido en 
un punto en el que a’(t)=0 . 

Si a es regular el campo t(t) = t ' , es diferenciable 


a' (t) 
Ja' (t) 


(C 00 ) 
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Si el parAmetro t no es el arco,tenemos: 


1 dt 

dt 1 

1 

1 — 1 

1 dt ‘ 

d5 | 

s'<t> 

1 dt 1 


k(t) = 

Observemos que la curvatura en un punto de la grAfica de la 
curva no depende del parAmetro usado, y que es siempre pqsitiva. 

De-finiendo n<s> = j2Y7^s| °^ tenemDS formula jjjr = n(e) 

donde n es un vector ortogonal a t f dirigido hacia la "concavidad*' 
de la curva, en 1 os puntos en 1 os que la curvatura no se anula. 



Fig. 10 

EstA dirigido hacia "adentro" porque asi sucede 
que At apunta hacia "adentro" siempre. 


con 


dt 

ds’ 


Y a 



y es ortogonal 


ya que 


siendo 


0 =< 


dt 

ds 


<t <s) ,t (s) 
,t >=k <n,t 


>=1 


tenemos 
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que no 


En Ids puntos en los que k(s)=0 puede suceder 
podamos de-finir n<s) de modo que sea un campo continue de vectores 
unitarios normales a a. 

Ejeroplp : ot(t> = <t,t 3 >, t e R. 



Fig. 12 


.Dbs^rvese que el par t,n es positivo si t > 0 y negativo 

si t < 0, con respecto de la orientaci6n del piano. 

Fara obtener un par (t,n) continuo debemos considerar trozos 
de curva en los que no se anule k(s>, eliminando asi. los puntos de 
i n-f 1 ex i 6n. En estos arcos k(s) es C ; podri a no serlo, pues se 
de-fine como m6dulo,en los puntos en los que se anul a . 

El vector n se llama normal principal. 

£° mo < t <s>, n(s) > = 0 Vs, derivando 


^ dt , dn 

< d¥’ n +< ^t, 5¥ 


= o 


k<n,n> + < 


dn 

ds 


,t> = 0 


o sea < ^ ,t > = -k« Junto con ,n >=0 

ds ’ 


ds 


el 1 as dan la descomposici6n de 


dn 

ds 


segun el par <t,n) 

































Las f 6 rmulas ^7 = k n , t expresan la variaci 6 n 

de 1 os vectores (t,n) del par asociado a cada punto de la curva en 
funci 6 n del mismo par. 

Veremos m&s adelante que ellas contienen toda la informaci 6 n 
sobre la curva plana. 

Probemos un teorema global para curvas pi anas 2 
TEOREMA 4- . Si a es una curva regul ar plana con curvatura 
constante en I,ella es parte de la circunferencia de radio igual a 
1 /k . 

Demostraciqn - 

Consideremos la funci 6 n vectorial 

V?(s) = a (s) + 1 /k n (s) . 

1 dn 

Derivando obtenemos, por ser k constante ft ' <s) =a '(s) + ^ • 

Usando la f 6 rmi.il a ya obtenida 

ft’ (s) = t(s) + -i— <—k t<s)> = 0 

de modo que /?<s)=c es un vector constante . Entonces 

a (s) —c = —n (s) 
k 

tomando norma |a(s)—c|= — de modo que los puntos a(s) estan 
sobre la ci rcunf erenci a de centro c y radio r=—^— • 


1.6.~ ACELERACION - Si la curva estii referida al arco, 

a’ ’ (s) = ~r~— a’ (s) = = k n . 

ds dt=> 

En este caso, el vector aceleracidbn a (s) est& en la 
direcci 6 n de n y Ja’ 5 (s) | =k (s) , por lo que se llama vector de 
curvatura. 

Si el parimetro no es el arco, el vector aceleraci 6 n 
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,5 5 


d a’(t) 
dt 


= s- t + s , dt 
dt 5 t + 5 * dt 


dt dt ds ,. 

Como — - — . — = b k n results a 5 , (t)= s ,f t + (s’) 2 k n 

a (t) tiene una tomponente tangencial con aceleraci6n rectilinea 

s”<t) y una components centripeta <s’) 2 k debida al curvamiento 

d e trayectoria. (Como si se moviera con movimiento circular de 

rapidez s’(t) sobre un circulo de radio R=l/k> . 


t 



1.7- CURVAS EN IR 3 : 


Como en [R , una curva en [R 3 es una aplicaci6n di-ferenci able 
c<: I c 0? —> IR 3 . 

La curva es regular si ct’(t) * 0 para todo t. 

Una curva regular admite un campo de vectores unitarios 
tangentes y cualquier arco a(Ca,bl),Ca,bl c I tiene longitud dada 


por 


f |a’(t)J dt = j •/*’(t) 2 + 
J a J ^ 


y’(t) + z’<t> 2 dt 


El campo t(s) es diferenciable y definiendo 


k (s) = 


dt 

ds 


, n(s) = 


dt/ds 


J dt/ds j 

se obtiene el par ortogonal <t,n) donde n est£ dirigido hacia 1, 
concavidad de la curva. 
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Definiendo el vector binormal b=t ^ n se obtiene el triedro 
positivamente orientado (t,n,b), ortonormal. 

Para todo valor del parAmetro longitud de arco vale entonces: 

< t<s> 5 t(s> > = < n<s) 5 n(s> > = < b(s>,b(s> > = 1 

< t<s),n<s> > = < n<s>,b(s) > = < b(s),t( 5 ) > = 0- 
Derivando obtenemos : 

. x db 


dt 

_ t > = < 

dn 

ds 

* u v 

ds f 

dt 


. dn 

ds 

? n > = - 

d¥ 

db 

. t > = - 

< ~ 

ds 

5 u * • 

ds 


ds 


, b > = 0 


dn 


db 

ds 


n > 


For la definici6n de n y de k, vale 


dt 

ds 


k n igual que para una 


curva plana. For lo tanto 


dt 
ds 4 


b > 


0 y usando 1 a 


identidad resulta < 
db 


db 

ds 1 


t > =0 


que junto con < 


db 


ultima 


nos 


dicen que solo tiene componente segun n. A esta componente li 

designamos -r y 11amamos torsi6n a la funci6n r(s), que mide asi 
la variacibn del campo b(s),o, por ser b la normal al piano de 
t y n (piano osculador),1a rapidez con que este piano gira en el 
espacio. 


Fig. 14 
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Asi ~= -t n 
ds 


y usando las identidades de la pAgina 


dn 


anterior resulta ~ = -k t + r b. 

ds 


Las f6rmulas = k n 

ds 


dn 

ds 

db 

ds 


- k t + t b 
= — r n 

describen la variaci6n del triedro t,n,b en funci6n del mi smo 

triedro. Se 11aman f6 rmulas de Fr£net- Serret . Fueron obtenidas en 

■forma i ndependi ente por ambos matemAticos y sirvieron de 

inspiraci6n para la teoria del triedro m6vi1 de Elie Cartan que 

estudia la variaci6n de sistemas de referenda asociados a 

variedade5,entre el 1 as curvas y superficies en [R 3 . 

La matriz de 1 os coeficientes de estas f6rmulas 

( 0 k 0 
-k 0 r 
0 r 0 

es antisim£trica-La elecci6n del signo de r en la 3 a f6rmula no 
es necesaria,se hace como lo hicimos s61o para tener signos 
positives en la parte superior de la diagonal. 

Ejemplo : la helice circular 

a(t> = (a cos t, a sen t, b t ) , a > 0 

t e R tiene curvatura y torsi6n constante, ya que 
a’(t> = <— a sen t, a cos t, b) 


t(t) = 


<~~a sen t, a cos t , b) 




a 2 + b 2 


5 ’ <t) 


- I I - /7T 
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1 


a 


(-cost,-sent,0) 


dt _ 1 dt _ (-a cost y -a sent,Q) 

d5 = dt " ( /;t^ f 


2^ w 2 

a + b 


f6rmula que muestra que n(t> = (-cob t, -sen t, 0) 


y k (t) = 


2 ..u 2 

a +b 


constante. 




El producto vectorial de t y n es 

i J 


b = 


/. 


o sea : 


, 2 2 

a +b 


b <t > = 


-a sen t a cob t 

- cob t -sen t 


k 

b 

0 


/a 


b sen t, -b cos t, a 


a 2 +b Z 


Derivando respecto de s, obtenemos que : 


db 1 db 1 

ds s' <t) " dt 2,2 

a +b 


(b cos t,b sen t,0) 


Como n = (—cob t, —sen t , 0) y poniendo 
db b 


ds 2 2 

a +b 


(-cos t, -sen t, 0) 


tenemos la 3 f6rmula de Fr^net en la forma 
db b 


dS 2,2 

a +b 


n 


de donde se obtiene que r(t) = 


2 . 2 
a +h 


es constante. 


Si el "paso" b de la h£lice es positivo tenemos la "h^lice 
derecha" : 
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Fig. 15 


Si b<0,la hklice "izquierda" se enrosca de -forma di-ferente en el 
espacio 5 como un tornillo izquierdo ,el signo de r determina uno u 
otro mode de curvarse en el espacio. 

Podemos estudiar otra caracteristica de una curva asociada a 
la torsi6n,estudiando las 

1.8 - ECUACIONES CANONICAS LOCALES ! 

Si a e I,el parAmetro longitud de arco,que hemos de-finido 
t 

como J^Ja’<z)| dz , t > a, estii medido a partir de a, en el 

eentido creciente del par&metro t. 

t 

Poniendo s(t> = J* jo^ Xz) J dz 5 t < a, la derivada serl a 
positiva: s’ <t > = |c*’<t) | y los valores de 5(t) negatives para t<a. 

Hacikndolo a’si , 1 a -funcidn 5<t) sigue siendo creciente y es 
diferenciable en a. 

Reparametrizando la curva por longitud de arco y considerando 
un punto de la curva en el que k y r no se anulen,situando en ese 
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punto el or1 gen de coordenadas, si tomamos el triedro de Fr4net 
como si sterna de referenda, podemos desarrol 1 ar en serie de 
Mac-Laurin. 



a (0) 

= (0,0,0) 

t 

= (1,0,0) 

o 

n 

= (0,1,0) 

o 

b 

o 

= (0,0,1) 


Obtenemos: 


Ftg. i<5 


a < s ) = a’ (0)s + - 3. . - a”(C)5 2 — 

2 : : 


1 a 1 ” (0) s 3 + R 


donde 1 


lm _M. o 


donde d = 


d-»0 d‘ 


= I a (s) I = / 2 ~ 2 2 

I * y x +y +z 


Como a<s> = (x <s),y<s) ,z<s)) ,1 a f6rmula vectorial sintetiza 1 os 

desarrollos en serie de las tres variables - 

Como a’<0)=t ,a’ 5 <0)=k (0) n y a ’ 5 ’<s)=k’n-k 2 t+k r b evaluando 
o o T 


en 5=0 y reemplazando obtenemos : 


k 2 s 3 k s 2 k 5 s 3 k r s a 

a (s) = <s - —|- ) t + <—2- 4-—° > n +_5__2_ b + 

6 o 2 <b o 6 o 


t^rminos de orden superior,. 
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Pasando a coordenadas 


x <s) = s - k 2 s 3 /6 + R 

O 1 

V<s> = k s 2 /2 + k? s 3 /6 + R 
° ° 2 

z<s) = k Q t q s a /6 + R 

Co„o ceres del on gen s’ es d.sprecisble con respecto de * y 
s ,1a curva u<s> puede aproxioarse por la cubica alabeada 
= <5 ’ k 0 s*/2 , k o r o s 3 /6) 

cuyo comportamiento,cerca del origen,seriL semejante al de la curva 

C<. 

2(5> = k o T o b3/6 Represent a la altura del punto /?( 5 ) sobre 
piano de t y n, esa altura,siendo proporcional as 3 , es muy 
pequeKa para valores de s prdximos a cero, la curva ft <y a por lo 

tanto) se "pega" mucho al piano de t Q y n o que por *so se llama 
gi ano oscul adnr . 


La proyecclOn de /»<■! sobre el piano osculador es la curv, 

pl Sricl X — 5 vi — U /n 2 

y t, Q o s , es decir, una parabola. 

Esta curva est£ toda de un mismo 1 ado del piano de t Q y b 

por lo que la curva no atraviesa a dicho piano. 

La proyecci6n ^son el piano de t o yb o es la cubica 

■o (s) k 0 T 0 B que para valores pequeKos de s "se 

pega al eje , pDr lo que difiere poco de una linea recta. De ahi 

el nombre de piano rectifirante dado al piano de t y b 

o o' 


Sobre el piano normal,piano de n Q y b Q la proyecci6n es una 


parabola semicubica . 
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Fig. 17 


El Bigno de la torsi 6n nos dice si la curva atraviesa a su 
piano osculador en el sentido de 6 en sentido contrario, ya que 

— 3 

z (s) = k r s /6, para s > 0, tiene el signo de r v siqno 

O O o ' ^ 

contrario si s < 0. 

Veremos ahora que las curvas pi anas son aqu^llas para las que 
la torsibn es nula. 

En e-fecto,si r<s) = 0 Vs entonces ^ = O.n y b(s>= b 

ds o 

constante.Consideremos la funci6n 

■f(s) = < a(s) — a < 0) , b > 

derivando 
luego -f (s> = c constante en I. 

Para s=Q ,*f(0)=0 par lo que f(s)=0 en I, o sea : el vector 
a (s) -a (0) yace en el piano por a(0), ortogonal a b^, V s e I. 


f ’ (s) = < a ’ < s > , b > = < t - b > = 0 

o 7 o 
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Se puede tomar 


Observaci 6n . F'onemos a(0) por comodi dad. 
cualquier punto de 1 a curva, con s=s 

o 

^ rec ^P rDc:D este teorenia ea inmediato. 

Veremos ahora un teorema qu^ caracteriza globalmente a una 
curva,dando asi una cl asi f i caci6n de curvas en D? 3 : 

Teorema de existencia v UNimnAn . CTeor. 5) 

Dadas dos funciones k(s> > 0 y r (s), diferenciables en un 

mtervalo I , para cada punto p e R 3 y cada triedro ortonormal 

> 

positivo t Q ,n o ,b o , exists una dnica curva regular asi —* [R 3 C on 

a (0) =p y triedro de Fr^net <t o ,n o ,b o ) en p, con esas -funciones 
de curvature y torsi6n. 

Toda otra curva de IR 3 con funciones de curvatura y torsi6n 
k(s), t( s>, parametrizada por longitud de arco, puede obtenerse de 
a por un movimiento rigido,es decir,una traslaci6n seguida de una 
transformaci6n ortogonal de determinants positivo. 

Demostracion 

Siendo isometrias, las transformaciones ortogonales y las 
traslaciones conservan todas las cantidades obtenidas en base al 
products escalar de ER 3 . Ver Ap£ndice I. 

La condici6n de determinants positivo asegura que toda terna 
positiva se transforma en otra tambien positive. 

^"'“ r ^ u tanto tuda i_urva sometida a un movimiento rigido se 
transforms en otra- con iguales funciones de curvatura y torsi6n . 
(ver apendice 1). 

Demostraremos ahora que,dados un punto p =<* 0 ,y o ,z > y una 
terna positiva ortonormal t Q ,n Q ,b Q , existe una tinica curva 
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R con c<(0)= p y triedro t(0)= t ,n(0)= n y b <0>= b , 

o o o 


-Serret, poniendo 




= t <s> , 

i 

? = t <5> , 

*3 

= t (s) , 

3 7 

? = n (s) 

N 4 i 

= n <s) 5 

3 7 

K = b (s), 

7 i ’ 


= b <s> , 

2 7 

? = b (s) 

P 3 


con variables iguales a las componentes del triedro m6vil 5 es un 
si sterna de nueve ecuaciones en 9 variables,1ineal : 

= k <s) n <s) = k (s> £ 

1 4 


= k(s) n (s) = k(s)£ 

2 S 5 


= k(s) n <s) = k(s)f 

3 S <5 


= -k(s)? + r(s>£ 

1 S 7 


ds 

ds 

^3 

ds 

ds 

■H5T = - T<5> ^ 


For ser un sistema lineal con coe-f i ci entes k(s), r(s) 

continuos en I,‘admite soluci6 n global ti ni ca en I, es decir, las 

Funciones £^<s>, i=1...9 est&n definidas y son C°° en I. <C°° porque 

For lo tanto t (s) , n(s> 

y b(s) est&n deFinidas y son diFerenciables en I. 

s 

Poniendo c*<s)-p = f t(z) dz la funci6n di Ferenci abl e a(s) 

J o 

cumple a<0)=p , a 5 <s)=t (s>, c*’ <0)=t o y la primer ecuaci6n de F.S. 


k y r lo son ) con cond. inic. t . n , b 

o o o 


asegura^por ser k(s) >0 , que n(s) est& en la direcci6n de 


dt 

ds 






a : I 

con s como longitud de arco, y dos funciones dadas k<s) > 0 y r(s) 
como curvatura y torsid>n. 

Para ello observamos que el si sterna de ecuaciones de 


j 
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Para probar que k(s) y r(s> son las -f unci ones de curvatura y 
torsi6n de a, bastarA probar que la terna es ortonormal positiva y 
por lo tanto b(s) es binormal de la curva, que por lo anterior nos 
dice que t<s),n(s),b(s) es el triedro de F.S. de a y por lo 
tanto k(s) y r(s) son la curvatura y la torsi6n. 

Como la soluci6n es Cini ca , tambi £n lo es a(s). 

Probemos que t(s),n(s) 5 b(s) es un triedro ortonormal para 
todo s <= I . 


Pongamos : 


77 (5) 

<*) 

= <t(s),t(s)>. 

% 

(s) 

= <n (s) ,n (s) >, 

T) (S) = 

'3 

<b (s) ,b (s)> 

77 4 <s) 

= <t(s),n <s)> f 


(s) 

= <n(s) ,b (s)>, 

V (5) = 

O 

<b <s),t(s)> 

entonces 

T) (0) = 1 

i 



V 0) = 1 , 

77 (0) 

'3 

II 

I-*- 

•a 


7) (0) = 0 

A 



77 <0> = 0 , 

3 

77 (0) 

<5 

= 0. 

Derivando las (*■) 

y 

usando el sistema de 

ecuaciones 


diferenciales de F.S., obtenemos: 

<**) ri* = 2k J) 

± A 

77’ * -2k T7 4 + 2r r? 5 

K = k ** " k \ - T 

K = -k 77 4 + T 77 3 - T T7 Z 

K = " T ^4 + k *5 

que es un sisteraa de ecuaciones diferenciales lineal,de 
coeficientes C°°. Con condiciones iniciales ( 1 , 1 , 1 , 0 , 0 , 0 ) ,el 
sistema admite soluci6n global Onica en I. 

Observando que 77 (s> = 1, 77 (s) = 1, 77 (s) = 1, 

77 4 (s)= 77 5 ( 5 )= 77^(5} = 0 satis-face al sistema (**> ,por la unicidad 
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7 ? 4 <s>= 7 ? 5 <s>= T}^<5 > = O satisface al sistema <**) ,por la unicidad 
de la soluci6n debe ser ortonormal el triedro t(s),n<s),b(s) 
soluci6n del sistema de F.S.. 

Y es un triedro positivo,para cada valor de 5 , pues su 

determinante A(s) es Lina funci6n continua que,siendo el triedro 

ortonormal,s61o puede tomar los valores 1 y -1- Siendo I conexo y 

A<0> = <t ,n ,b )=1 se deduce que A(s)=l V s e I. 

o o o 

3 

Si q es otro punto de (R y (t^n^b^) un triedro ortonormal 
positive,una traslaci6n pq y una transf- ortogonal de determinante 
positivo llevan p a q y el triedro (t ,n ,b ) a <t ,n ,b ). 

O O O i l l 

For lo dicho al principio,la curva /?<s) soluci6n del sistema 
de F.S. con condiciones (t^n^b^) y punto inicial q es la 
resultante de aplicar a a la isometria <o mov. rigido) 
consistente en el producto de la traslacibn con la transf. 
ortogonal,que estAn univocamente determinadas. 0 sea 

ft = R © cl + c 

si R es la rotaci6n y c el vector de la traslaci6n. 


1.10.- Formulas para k y t . 

Cuando s no es el par&metro,las f6rmulas de F.S. 
trans-forman en : 

dt ,, 
dt = 5 k n 

d n «, , m . 

= -s’k t + s’r b 


se 


dt 


= s r n 


Como a”(t) = s”t + k<s’> Z n 
y a’<t) = s’t 
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se tiene 


(s’) 3 k b 


donde 


B 



ay | 


3 


Derivando a 5 ’ tenemos 



de modo que el producto triple de a’ a’’ a’ 5 ’ es 




T 



Si el par&metro es s las f6rmulas se si mpl i-f 1 can s 


Las f6 rmula5 para k y t nos dicen que : Ids puntos en los que 
se anula la curvatura son aqu^llos en los que a’ y a’’ no 
son linealmente independientes. 

An41ogamente,1 os puntos en los que se anula la torsi6n son 
aquellos en los que a* a’ 5 y ex’’’ son dependientes. 

Para que una curva tenga un triedro de Fr£net en cada 
punto,bien definido,es su-ficiente que las dos primeras derivadas 
sean i ndependi entes. <b est& siempre bien definido como 


) 


j a ,N a ’ 5 | 


Verefnob que estas nociones se general izan para curvas en 
permi ti endo asignar un si sterna de re-ferencia ortonormal 


positivo a cada punto de una curva en [R 





















1.11- - CURVAS EN <R n . 


Una curva parametrizada en es una aplicacidn diferenciable 
a: I —> R n . Es regular si a'(t) 0 V t e I. 

</,C6mo determinar un triedro de Fr^net y fund ones an^logas a 
las curvaturas k y r para una curva en [R n ?.Por lo dicho al final 

f 

del pirrafo anterior <1.10) la existencia de estos sistemas de 
referenda y funciones de curvatura dependen de la independencia 
de las derivadas a’ 7 a”,... a (nl> . 


TEOREMA 6 - Si a: I —> \R r ' es una curva regular tal que para todo 
t e I los vectores a ’ ,a ’ ’ , . . . , a n_1> son i ndependi entes, en cada 
punto de a. existe un si sterna de referenda ortonormal 
posit ivamente orient ado tal que para todo k < n-1 los vectores 
B i ’ e 2 ’' " ' ,e k tienen igual orientaci6n que a 5 , a ’ ’ , . . , a Ck> 

y generan el mi smo subespacio de ER n . (t parAmetro longitud de 
arco). 

Adem^s,la variaci6n de cada e <t> esti dada por : 

n 

e’ <t) = £ w <t) e. <t) donde w = w y w = 0 si j > i+1 

j = y_ ^ i-j 

siendo e^ el vector uni tario ortogonal al subespacio generado por 
* e 2 -- * e n-1 ? elegido de modo que la orientaci6n del si sterna de 
referencia sea positiva. 


Demostracion. 


Siendo a’ , a ’ 5 5 . . . a Cn linealmente i 

todo t 5 podemos usar el metodo de Gram—Schmidt 
si sterna ortonormal : 

A- 

De-finimos e 1 (t)=o.’(t) , ei <t>= 


ndependientes para 
para obtener un 


a.* It) 

|ct'(t) | 
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= a’’ - <a’’, e^ > e^ 


e„ = 


I e 2 I 


En general 


~ u k_i , 

<k> _ . ck> 

e =a - £ <a ,e > e. 
k i=l 11 


’ e k = 


l e J 


Los vectores asi definidos forman una k-upla ortonormal,o sea 


<e <t> ,e (t) > = 6 . 

*■ i ij 


For la -forma de las ecuaciones, cada derivada 

k-i 

~k * k 


ck> _ . . 7, ck> 

a ”* l e k I e u + E f e. > e. es combi naci 6nr lineal de 

i =1 * ^ 


B i’ e 2 ’*'"’ e k ,Y ^ stos e k para todo k < n-1, combi naci ones de 


a’,a’’,..,a 


<k> 


por lo que generan el mi smo subespacio, de 

dimension k. 

Derivando las relaciones 


<e (t) ,e <t) >= 6 

J ij 


obtenemos 


<e’,e 


- < e ’ e 
j i 


Poniendo co (t) = < e’ ,e 

i j 

co. .(t) = —<o. (t) 


tenemos 


ji 

para i,j variando de 1 a n, si de-finimos 
enunciado del teorema . 


co (t)=0 

LL 


e como indica el 

n 


Ademiis ,siendo e^ combinaci6n lineal de a ’ 5 a ’ ’ , . , . , a k> , su 

der i vada ser A combi naci6n lineal de 7 cx 5 ,c( ,, ,,»,o( , de modo que 

<o -0 si i > k+1. 

kj 

Por la antisimetria tambi^n co. =0 si j<i—1. Por lo tanto la 

^ n 

matriz del sistema de ecuaciones e’ = £ w. . e tiene la forma 

v j = l LJ J 
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O 0> 10 O . . . O 

-co O co ... O 

1 jL jLs> 

O 0 ... O 

zo 

CO < 
n-1 ,n 


■G> , 

n-1 ,n 


0 


Las 
11 amadas 


fund ones 
curvaturas 


co (t> . 
de 1 a 


i< j 
curva 


son 

a. 


n-1 fund ones di f erenci abl es 


Ellas determinan completamente a las curvas en fR n , pues vale 

3 

un teorema de unicidad anilogo al demostrado para curvas en GR ,es 

decir,estas n-1 funciones k (t) = co determinan una Cinica 

c i,iti 

curva en {R n , m6dulo traslaciones y transf or/naci ones ortogonales de 
determinante positivo- F'uede verse en : 

K1inqenberq ; A course in Differential Geometry-Spriger-Ver1ag. 
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f — 

APENDICE 1 ISOMETRIAS DE R 3 - 

3 3 

Las isometrias son transf ormaci ones S:IR -►K que conservan 

3 

la distancia euclidiana , o sea , dados p,q e lR siempre es 

d(S <p),S(q)) = d(p,q). 

En otros t^rminos II S(p)~S(q) II = II p-q II - 
Una isometria puede o no tener puntos fijos,es decir,puntos 
tales que S(q) = q - 

Si S tiene un punto fijo y colocamos en £1 el origen de 
coordenada5,5Bri S(0> =0 y por lo tantD 

II S<p)-S<C>) II = II S<p)-0 II = II S(p> II = . II p II • 

Es decir,se conserva la norma de los vectores posici6n de 
puntos de [R 3 y tambi£n el producto interne de dos vectores 
a,b <= ft 3 ya que , siendo 

<a,b> = 4- (II a-b II 2 - II a II 2 - II b II 2 ) y 

<S(a) ,S(b) > = 4~ (I1 S(a)-S(b) II 2 - II S(a) II 2 - II S(b) II 2 ) 
results <S(a),S(b>> = <a,b>. 

En particular,S trans-forma ternas ortonormales en ternas 
ortonormales y podemos demostrar el : 

TEOREMA1-- Si una isometria tiene por lo menos un punto fijo,ella 
es una transformaci6n lineal ortogonal. 

DEMOSTRACION * Situemos el origen en un punto -fijo. Entonces,si 
(e ,e -e ) es un sistema de referencia ortonormal,el conjunto 

l’ 2* 3 

<u ,u • Lt ) en el que u= S(e ) es otra terna ortonormal . 

12 3 i i 

3 

Todo p e 1R 3 tiene expresi6n Y p e. donde p = <p,e. >. 

XX XX 

1 

Por lo tanto 
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lo que implies,por ser (u^u 2 ,u g ) ortonormal ,que S(p)-£ p^u^. (*) 


Si 

u = S (e.) = u e + 

i i ti l 

u e + 

\Z 2 

li e 

1.3 3 

1 a 



r u n 

U 21 

U 31 ] 



U = 

U 12 

U 22 

L *32 

* 



. “13 

U 23 

r 

W 

<A 

\ _ 



verifies S(p) = U(p>, es decir, nos da las coordsnadas de S(p) en 
la base <e ,e z ,e g ) f segun <*->. 

La matriz U es ortogcnal,pues verifies las condiciones de 
ortonormalidad de sus columnas. 

Esto prueba que S es una transformaci6n lineal ortogonal. 

El determinante de U express el producto mixto de 1 os 
vectores u . u , u y vale 1 6 —1 segun que la ori Entaci 6n de la 

1 2 3 

terns <u -u ,u ) coincida o no con la de (e ,e -e )- 

l 7 2 3 12 3 

TRASLACIONES -Una isometria sin puntos fijos es 1 a traslaci6n 
en un vector a : 

T <p) = p+a- Es isometria porque 

II T (p) —T (q) II = II p+a-(q+a)ll = II p-q I! - 
La composici6n de dos isometrias es isometria,por tanto si T 
es traslaci6n y R una transformaci6n ortogonal,el producto T R es 
isometria. 

Reelprocamente,tenemos: 

TEOREMA 2 * : toda isometria de R 3 es el producto de una traslacibn 


y una transformaci6n lineal ortogonal. 

DEMOSTRACION - Si 0 es punto fijo,el teorema 1 dice que 


la 






























isometria es una transfor/naci6n ortogonal. 

Si S<0) ?*■ 0 , sea T la traslacibn de vector S(0) y T 1 su 
inversa,o sea, la traslaci6n de vector -S(0). 

Coside^emos la isometria T *S. Tenemos : 

(T -1 S) (0) = T* (S (0) ) = S(0)-S(0) = 0 
por lo que 0 es punto fi jo para T A S, que es entonces,por el 
teorema 1 , trans-f ormaci 6n lineal ortogonal . Poniendo R=T *S tenemos 
TR = S. 

0 bservaci6n : la identidad I puede considerarse como la 
traslaci6n de vector 0,con lo que el teorema es general. 

DIFEREN CI AL PE UNA ISOMETRIA = En coor denadas, una traslaci6n tiene 
expresi6n 

X = x + c 

i 

V = y + c 


Z = 


+ c 


por Id que su di -f erenci al ,en Ccida punto (x,y,z> e ER 3 tiene matriz: 

r 1 0 0 
0 1 0 
0 0 1 

decir, la di f erenci al de una traslacid>n es la identidad. 
La dif erenci al de una t ransformaci 6n lineal es el la misma y 
la di-ferencial del producto o composicion de trans-f ormaci ones es 
la composi c i 6n de las di f erenci al es, por lo que la di-f er end al de 

tod a isometria S = TR es la trans-f ormaci on ortogonal R . 

0 sea, en todo punto p e ER 3 se tiene dS^_ = IR = R_ 

En el teorema del tema 1 dijimos que una isometria de 


_ d 

ER conserva las -fund ones de curvatura 


torsi 6n 


Lo 
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demostraremos en el 


3 

TeOREMA 3 - Si a: I c R- gb una curva regular y S Lina isometria 

3 — 

de IR , la curva c*=S<a) es una curva regular con igual par&metro 


longitud de arco e iguales funciones de curvatura y torsi6n (esta 
ultima a menos del signo). 

DeMOSTRACIQN - Suponemos a par ametr i 2 ada por longitud de arco. 


Como a’ (s) = dS (a’ ( 5 ) ) = R(a’(s)>, tomando normas : 


OUS'j 


J a’ (s> | = | R(aMs>)J = |ct’ (s) | = 1 


de modo qtie s es tambi£n longitLtd de arco para a ,51 lo es para a. 

Siendo a’<s) = R<a’<s>> su derivada es 

a’ ’ (s) = R(a’ ( 5 ) =dR<a”(s) = R(a’Ms>) 

ds 

Como K<s) = Ja 5, (s)J es la curvatura de a resulta 
K(s> = |R(a’’<s>>| = ja’Ms)| = K(s) 
y las curvas a y a tienen igLial curvatLir a, en puntos 

correspond!entes. 

Como t(s> = a’(s) resulta t(s> = R<t(s>). 

T ambi£n n(s) = R(n(s)> ya que 




n (s) 


R 


Una transformacion ortogonal R de determinants positivo 
conserva el prodLicto vectorial ,dE modo que si el determinants de R 
es Lino tenemos 


b = t ^ n = R(t) , v R(n> = R(t ^ n) = R(b). 


En este caso el triedro de Frenet de a se trans-forma en el 


triedro analogo de a . 
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Si el determinante de R es —1, b =—R<b) pues R invierte el 
producto vectorial y el signo de la torsi6n cambia. 

Las trans-f ormaci ones de determinante negativo cambian la 
orientaci6n. Transtorman,por ejemplo, una h£lice “derecha" en una 
h£lice “izquierda". 

Las traslaciones y rotaciones (trans-f ormaci ones ortogonales 
de det ermi nantes uno) -f orman un sLibgrupo del grupo de 
las i sometri as,11 amado grupo de movimientos ri qi dos- 
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PRACTICA 1 . 


E J ■ 1» Si a(t) = (sen 2t ,cos 2t) donde t «e <o,7i) demostrar que 
<a(t>,a , (t)> = 0 V t e (o,7i> e interpretar el resultado. 

EJ«2, Si ait) = <-f<t) ? g(t)), t e I cumpl e Ja(t)| = c const ante , 
demostrar que <cx (t) 5 a 5 (t) > = 0 V t e I . 

EJ.3, Si una partlcula se mueve en el piano segun la ley 

a(t) = (t 2 -t-l ,t Z -2t) 5 t e R encontrar v(t),a(t> , 

vectores velocidad y acel eracion, e>;presar el parAmetro longitud de 
arco s(t) medido desde t = 0 y hallar s’(t) y s n (t). 

EJ. 4. Si Lin punto se mueve en el piano segun la ley 

a(t) = (R cos w t , R sen w t) 5 t e R, donde R y w son 

1 7 

constantes,demostrar que |a(t) | = —— Jv(t) | \ 

Ed• 5, Encontrar la curvatura k(t) y el vector normal principal 
n(t> para la curva del ejercicio 3. 

SJ.6, Demostrar que una curva a: I->[R 3 para la que a’ ’ (t) = 0 

V t e I es un segmento de recta. 

Indicaci6n : integrar. 

Ed .7 . a) Si a: I->[R es una cLirva regular y ^>:(c,d)-»(a 5 b) = I 

Lin d i + eomor f i smo entre 1 os intervalos (c,d) y (a 9 b) ,demostrar que 
/9<z) = c*°(p(z) es una curva regcilar. 

lao<p es el cambio de parAmetro t=^>(z).). 5'e dice que ft es 

reparametrizacion de a . 

b> Si p es una funci6n di f erenci abl e tal que tp' fz) > 0 V z e Cc 5 d3 
y £>(c>=a , ^(d)=b , most r ar que tp es di f eomor -f i smo entre Cc,dJ y 

C a, b 3 . 
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Idee si *>M 2 ) < O , *><d) = a , *><c) = b. 

d> ?>r ' ;;itrar *>< 2) 13 ” 2 ©s reparametri zaci6n de a:Cs,bD_>R 3 

que inviorte la orientaci6n y hallar el dominio Cc,d3 de *>. 


a) Demostrar que ait) = (t,-t,t) , 

f- ■ or i gen de 0? 3 „ 

b) Demostrar que ftiz) = iz*,-z 3 ,z 3 ) 2 

rsparametrizaci6n de a- 

C) Demostrar que ^ ia) = (e 0 ', -e C ',e°') <y e R 
una semi recta de 1 a recta de 1 a parte (a) 


t e R es una recta 


^ R no es 


es par ametrizaci6n 


por 


de 


Dibujar la traza de la 


curva a:R- 


dada 


por 


, e -‘ A > 


ot( t) = i 


(0,0) 


SI t € < -oo, 0 ) 

si t = 0 

si t e (0, +oo) . 


Demostrar 


que a es diferenciable pero no es regular 


10 - ■■■ Seri ai I->K Z una curva con 

/?<t) = a(t > + inrr n<t) » 1 e x 


curvatura no nula en 
5S 11sma evolut a 


I- La curva 
de a. 


Demostrar : 

a) la tangente a la evoluta en t=t Q es la recta normal 

Q 


a a en 


" s t° dA un modo de hacer Lin 
de tina curva,tra 2 ando normales a 


dibujo aproximado de 
a en puntos pr6>:imos 


1 a 


evol Lit a 
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b) Poniendo R(t) = , probar que la longitud de la evo)uta 

entre /?<t^> y fMt^) es igual al valor absolute donde 

R =R(t ) - 

l i 

c) Una curva a cuya evoluta es ft se llama evolvente de ft. Toda 
curva con k(t> j* 0 V t tiene inflnitas evolventes ,trayeetbrias 
ortogonales de su -familia de rectas tangentes . F’ueden construirse 
aplicando un hilo sobre ft y estir&ndolo manteni^ndolo tangent© a 

P- 
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cos t +ln tg 



Construya la evolvente de un circulo. 

EJ.11. Sea a: <o,n)-+IR 2 dada por a(t) = (sen t , 
donde t es el Angulo entre el semieje negative de las 
vector a(t). 

Demostrar : 

. , _ 77 

a) a es di f erenciable y regul ar,excepto en t - . 

b) a es sim^trica respecto del eje de las x - 


y el 




Fig. 20 


c) la longitud del segmento de la tangente a la curva entre el 
punto de tangencia y la intersecci6n con el eje de las y es 
constants e igual a uno. 

EJ.12, Desarrol1ando las f6rmulas de Fr^net Serret ,calcular t,n,b 
y las -funciones curvatura y torsibn de la cubica alabeada : 
a < t) = <3t—t 3 ,3t 2 ,3t+t 3 ) , t e R. 

EJ.13. Una curva a: I-*ER 3 se llama hAlice si las tangentes de cx 

■Forman Angulos constante con una direccibn -fija u- 
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) 


Si cx 85 una curva con curvatura y torsi6n no nulas en 
I,parametrizada por longitud de arco,demostrar s 
►I I a) Si a 85 una h§lice,la5 normales principales son paralelas a un 

piano -fijo. 

b) Si cos B = <t,u> entonces sen B = <b,u> para una conveniente 
eleccidn de B . 

c> Si a es h£lice - -4 ~ " l ~ constante. 

K 

d) Si para una curva a 1 a relaci6n — es constante. el 1 a es una 

r 

h£lice. 

EJ- 14. Demostrar que la curva del Ej-12 es una h£lice,hal1ando u y 
B . Veri-ficar que no es h^lice circular. 

EJ.15. Usando las ecuaciones candnicas 1ocales,demostrar que la 
curva a(s), proyecci6n de una curva a sobre el piano osculador en 
a<0) = p , tiene en p igual curvatura que a. 

Ej.16 .- Curvas de anchura constante . 

Si C es una curva cerrada convexa se de-fine su anchura como 
el supremo de las distancias entre rectas paralelas tangentes a C. 
(ver -figura). 


p' 
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Intuitivamente, se acercan las rectas hasta que toquen a C. 
i omando en el piano una curva -formada por tres arcos 
tangentes en sus extremos, como indica el dibujo, si construimos 
las evolventes de cada arco, por ejemplo mediante un hilo de 
longitud mayor que la del arco mis largo <*) la curva cerrada que 
se obtiene es una curva C de anchura constante. 



<*) La construccidn debe hacerse con tres arcos iguales. 

Entonces, si dos puntos p y p’ estAn sobre los extremos de la 
tangente a uno de los arcos, la distancia d(p,p’) es igual a la 
longitud del hilo , es decir, es constante. 

Dos rectas perpendiculares a la recta p- p’ en p y p’, 
respectivamente, son tangentes a la curva C, pues si en una de 
ellas, por ejemplo, la perpendicular en p’ cortara a C en otro 
punto q * p’ seria d(p,q> > d(p,p’) = longitud del hilo , lo que 
no es posible. 

POr lo tanto , dos tangentes de direcciones paralelas estAn a 
distancia constante y la curva C es de anchura constante. 
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cos 

mos 

de 

que 


a 

a 


D 


Euler estudi6 estas curvas que , sin ser circulos , tienen 
anchura constante. 

Ellas tienen, en general, una -forma ligeramente triangular, 
es decir, tienen 6 "vertices" : tres mAximos y tres minimos de la 
•funci6n de curvatura k(s). 

Ejercicio : Construir con ayuda de un hilo una curva de 
anchura constante correspondiente a la curva de 3 cOspides que se 
dA a continuaci6n. 


c 



Fig. 23 


E -3» 17 . - Probar que si todas las normal es de una curva pasan por 

un punto fijo, la curva es un arco de circun-f erenci a. 

(Recta normal es la que contiene al vector normal principal). 
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CAPITULO II : SUPERFICIES EN R 3 . 


Superficies PAR AMETRIZADA : es una aplicaci6n diFerenciable 
X:U <c ER -►IR 3 ? u abierto. 

La imagen S=X(U) se llama traza. 

Como para curvas,una misma traza admite diferentes 
parametrizaciones . 

Si 11 amamos u,v a las variables en U c 0 ? 2 , el 1 as se 
denominan coordenadas locales. 


Las rectas u-u q constante dan curvas X(u q , v),’las v-curvas, y 

u-curvas son las im^genes X(u,V Q ),de las rectas v^cortadas cor 



Si 50 
U=U V v=v 

D 

coordinati: 
Bste p Lin to 


cumplen ciertas condiciones de regularidad,1 as curvas 
) SB COrtan,es decir, no son "paralelas" y permiten 
ar un entorno de X(u o ,v o > .Frecuentemente designamos a 
de S por sus coordenadas locales,es decir,pondremos 






























simplemente <u o ,v d > en vez de X<u o ,v o >. 

SuPERFICtE PARAMETRIZAPA REGULAR 
Si para cada punto q e U, X<q) = p e S, la diterencial dX q es 

inyectiva,deciroos que S es una sup.param. requl ar . 

La matriz de la trans-formaci6r> lineal dX q es la jacobiana 


6>\ 

&U 

tu o’V 

6>\ 

<5v 

r 

0~ 

< 

0 

6y_ 

&U 

“vv 

6y 

6v 

(u ,v > 
o’ o 

6z 

(U . V ) 

6z 

(u ,v ) 

<5u 

O o 

6v 

o o 


Para que dX sea inyectiva esta matriz debe tener range 
3 


fn4xifno,D sea, range 

Esto signi-fica que Ids vectores 


X = 
u 

1 si lq> ’ <q> 

- % <q> * 

. q = (u , v ) 

’ H c* o 

X = < 
V 

S>i &Y 

<q> , <q) 

Sv 6v 

. % > 


son Jinealmente 

independientes 

en cada 

punto p = X<q>,q«=U, y 

reelprocamente 

- 



Por lo tanto,en ningun 

punto de 

S estos vectores son 


par al el ds y por consiguiente las curvas u - u q y v V Q no son 

tangentes en ningun punto de S- 

Entonces, 1 os vectores y ,supuestos aplicados en p 

generan el piano 

X (u ,v ) + h X + k X , (h, k> e \R 7 '. 
o o u v 

(Observer que dX <h,k> = h X u + k X y ,al sumar X(u d ,v q ) 
trasladamos el piano por el origen al punto p = x < u D ' V o > > ■ 
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y 


r 

<5x 

6u 

«5v 

6y 

6y 

6u 

6v 

6z 

<5z 

* 2“ 

6v 



= h X + k X . 
u v 


i 


o 1 : X(u,v) — (r sen u cos v,r sen u sen v, r cos u) 
<u ? v) <= (O.n ) >i < 0, 2n ) - 


1 


r 


y 


Esta superficie parametrizada es parte 
centre (0,0,0) ya que x 2 +y 2 +z 2 = r 2 . 


de la 


es-fera de 


radi o 
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M = r Z 5 en Z u cos v ,, M es nulo s61o si u = rz/2. En ese caso 

3 1 

sen 2 u = 1 y como sen v y cos v jamiis son nulos simultineamente, 

o bien M o bien M no se anul an . La super-ficie es regular. 

2 3 _ _ 

Eieroplo 2. X<u,v> = <u,v,/u 2 +v 2 representa un cono circular 

recto cuando <u,v) recorre ER 2 <hoja superior del cono). 

X es diterenciable,excefito en (0,01 , por lo que el cono de 
una hoja no es super-ficie parametri z ada. 

Eiemplo 3. X(u,v) = (u cos v,u sen v,u) u > 0 ,v <= (0,2rr) es 

2 _ 2 2 

parte de 1 a hoja superior del cono z - x +y - 

X es di f erenci abl e y la matriz de e5 : 

r cos v -Li sen v 

sen v u c*s v 

i 0 J 
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Los menores M^u , M z =-u cos v y M^-u sen v se anulan 
simult&neamente s61o si u=0. Como u >0, es una superficie regular 

cuya traza es la hoja superior del cono menos la semirrecta v=0 y 
el v^rtice. 

Ejemplo 4-. S uperficie de ta ng entes de una curva regui ar alabfaoa- 

Bada una curva regular a: I->ER 3 parametrizada por longitud de 

arco,la aplicaci6n 

X(u,v) = a <v) + u t(v) 

donde v e I es 1 a longitud de arco ,t<v) = a’(v) el vector 

tangente unitario y u e R, tiene como traza la superficie formada 
por todas las rectas tangentes en puntos de a. 

Si U - Rxi , X;U <c 0? - >[R 3 es di ferenci abi e por serlo c(v) y 

t(v). Las u-curvas son las rectas tangentes en a(v Q ) ,1 as v-curvas 

U=U o 5on curvas sobre s cuyos puntos estan a distancia u de cc<v> 

o ’ 

medida sobre la tangente. 
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Busquemos los puntos regulares en los que X 


X v > ° sea i 



X U » X V 1inealmente independientes.Siendo X u =t<v> y X^=t<v)+u k n(v) 
tenemos X u ^ X y = u k<v> n(v) 

de modo que no son regulares los puntos situados sobre la curva a 
y los puntos situados sobre la tangente en un punto ot(v) en el que 
sea k(v) = 0 . La curva a aparece como lugar de puntos angulosos 
en los que se unen dos "hojas" de la superficie <ver figura) 



Por 6so a recibe el nombre de arista de retroceso de la 
superficie. 

superf i ci e puede cortarse a si misma,ello depends de la 
forma de la curva. 

Si queremos obtener una superf icie regular debemos tomar 
arcos de curva con k<v) * 0 y limitar u a valores distintos de 0 
ipor ejemplo u > 0). 
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‘ 3 , 

<v> 

a 

que 

BOS 


La def inici6n dada de superficie parametrizada regular 
generaliza la de curva parametrizada regular y tiene sus mismas 
desventajas, tales coitid autoi ntersecci ones. 

Adem&s,superf 1 cies tales como la esfera, los ellpsoides e 
hiperboloides,no aparecen completas pues es imposible cubrirlas 


con una sola parametrizaci6n - 

3 

Esferas y elipsoides son compactos de [R mientras que un 
abierto de {R 2 no lo es,una parametrizaci6n,como veremos,establece 
un homeomor -f i smo y no es posible ya que la imagen continua de 

un compacto es compacta. 

Una definici6n mAs adecuada es la siguiente : 


2.2.- Superficie regular en _= 

3 

Una superficie en [R es un subcon junto S tal que : 

2 3 

a) Para cada p e S existen un abierto U c CR ,un abierto V c (R 

tal que p e V n S y una aplicaci6n diferenciable X:U n S. 

b> X es un homeomorfismo entre U y V n S. 

c) Para cada q e U la diferencial dX_^ es inyectiva. 

La condi ci6n (b) es esencial para que la superficie no se 
corte a si misma. La condici6n <c> es la condici6n ‘de 
regularidad.ya tratada al estudiar superficies parametrizadas. 


1 a 


Una superficie parametrizada regular puede no ser una 
superficie en el nuevo sentido,ya que puede presentar 

3 

autointerseccines,y los puntos dob1es no tienen entornos V <c en 

2 

1 05 que S r> V sea homeomor fa a un abierto de 0? 
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Ejemplos : 




Fig. 30 


Fig. 


31 


Par a puntos como los indicados en las figures,por pequsKo que 

to„«»os el abierto V de K* no puede conseguirse qua V n S ... 

2 

homeomorfa a un abierto de 0? . 

Una demostraci6n podrii hacerse despu^s dc ver el Te^' 

Ejemplos de Superficies : 

E3.1. Paraholoide z = es super-ficie regular con la 

parametrizaci6n X<u,v> = <u,v,u Z +v 2 > , (u,v) e R - 

0 sea U = R 2 y X <U) = S es sup. regular,y\ que : 

a) X es diferenciable. 

b , toeando V = R*. V n S es la gritfica da la fund An f < * , y>-* *-/• 
La correspondent:! a (u,v> lu.v.uW) K biunlvoca pues >t=.u,y=v 
determina , dado ,y,« 2 sy 2 ) e S unlvocaoente el par !u,y! V 

reci procamente , el punto de S corr.spondi.nte a (u,v) es dnico.ya 
que f es funclAn . X es continue por a) y X ” |s donde " es la 
proyeccidn Tr(>;,y,z) = (>I >Y S 


continue en (R 3 , P°r lo que su 


60 
































/ 

restricci6n a S es continua en la topologia relativa.De modo que X 

es hofneo/norf i smo entre el piano <x,y) y S. 

c) la matriz de la diterencial en q = <u,v) es 

r 1 0 * 

0 1 
. 2u 2v^ 

con menor j ^ ^ 1 - de determinants 1. 


For lo tanto,el paraboloide de revoluci6n,es super-ficie 
regular. 



E jerop1o 2. La esfera de radio r.Los puntos del casquete superior 
(z>0) ohtenido cortando la estera centrada en el origen con el 
abierto V=\! <x , y 5 z ) <e DR J z >o > ad mi ten la parametr izaci 6n. 

X a <u 5 v) = (u,v, y / V 2 -u 2 -v Z ) donde (u,v) e 

U = t <u,v> e K , u +v < r 3-, que es un disco. 

Identificando u con >; y v con y, el casquete superior queda 
representado por la -funci6n 
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que es 


2 2 , 2 

diferenciable en el disco x +y < r 
a) Luego es diferenciable , y es sobreyectiva. 



b> El casquete S n V B 5 homeomor-fo al disco U ya que la proyeccion 
n ( >: ,y , z > = <x,y> es di -f erenci abl e y por lo tanto continua y n 

tiene in versa <>t,y) -► ^>m V ? / r 2 —>; Z — y 2 continua en U. 

r ) *V > =1 1 0 I es no nulo por lo que dX es inyectiva siempre. 

<5(u,v> J 0 1 J 1 

El casquete interior tiene parametri2aci6n 
X ^(u,v> = |u,v,- •/r -u -v j 

donde (u,v) e U-, siendo U el disco anterior.Lo mi smo que antes ,X' z 
es parametriaaci6n de S por cumplir las condiciones a,b y c. 

El casquete y > 0 tiene parametrizaci6n 

X (u,v> = (u, y r Z -u Z -v 2 , v) , (u,v) e U. 

3 

El casquete y < 0 tiene parametrizaci6n 
X (u-v) = (u, - i/r z -u 2 -v 2 , v) 

4 . 

y i os casquetes >; > 0, >: < 0 estdm representados por 
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5 


u, v) 


X (u,v) = (r 2 -u 2 -v Z 
X <u,v) = {--/ r 2 -u 2 -v 2 , u,v> 

con el abierto coordenado U- Como estas seis parametrizaciones 
cubren la e 5 -fera,ella es super-ficie regular. 



Fig. 34 


La demostracibn hecha para el paraboloide (p&g 54 ) puede 

hacerse para todo conjunto gr&fica de una -funci 6 n diterenciable 
z-f (x,y) con dominio igual a un abierto U c \R Z . Vale el 
TEOREMA 1 • Si f(x,y) es di-f erenci abl e en un abierto U, su gr&tica 
es super-ficie regular. 

DeMQSTRAOQN . La grifica de -f es el conjunto 

S=^(x,y,z) e [R 3 5 z^t (x , y > > donde <>c,y) e U, 

La aplicaci 6 n X: U c ER 2 ->ER 3 de-finida por X(x,y) = (x,y ,f(x,y>) 

es diterenciable con diferencial de matriz 

con un menor no nulo siempre. 

Por lo tanto X cumple las condiciones 


f 1 0 

0 1 

t -f 

* y 


a) y c) .para ser 




















parametrizaci6n de una superficie regular 5 en este caso,la gr&fica 
de la funci6n f. 



Veremos que tambi^n cumple (b) : 

3 

Sea V el cilindro UxR, e=. un abierto de DR cuya intersecci6n 
con S es S. 

La proyecci6n 7 i<x,y,z) = (x , y) es una -f unci'6n continua. Su 

restriccibn a S tambi£n Id es ,o sea, 7ij_ es continua en la 

3 —l 

topologi a relativa de S como subcon junto de [R .Pero X j ^ y por 

consigui ente .X 1 es continua. 

S es super-ficie regular con una sola parametr i z aci 6n. 

Reelprocamente,tenemos el importante 
TEOREMA 2 - - Si S es super-ficie regular ,para todo p e= S existen un 
entorno V abierto en \R 3 y un entorno W en alguno de Ids pianos 
coordenados tales que V D S es la griitica de una funci6n de la 

-forma z = -f Cx ,y) , y =g(z,x) 6 x =h(y,z) , di-f erenci abl e en W. 
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DeMOSTRACION 5 Como uno de estos tres determinantes 


£(y,z ) <5 <z ,x) 


6(x,y) 
6<u,v> ’ 


—i 


es no nulo en q = X <p) 


donde 


es 


una 


6(u 5 v)’ 6<u,v) 

parametrizaci6n en torno de p, suponiendo,para fijar ideas,que sea 
6 (x,y) 


<5 (u, v) 


<q) ^ 0 5 por el teorema de la funci6n inversa aplicado a la 


trans-f ormaci 6n x = x(u,v) , y =y<u,v) de U sobre el piano <x,y) , 

es decir,la transformaci6n rr°X , existen entornos U de q y W de 

i 

3 

n ( p) , si endo n la proyecci6n de ER sobre el piano (x,y) , 
di -f eomorf os • Es decir,existe en W la -funci6n inversa <ttoX) 1 y es 
di i erenciable. 

Su expresi6n en coordenadas es 

u =u(x,y) , v =v(x,y) 

Entonces z = zCu(x,y) ,v(x,y) ] es una -Fund 6n diterenciable 
(compuesta de -f unci ones di -f erenci abl es) y es la gra-f ica de la 
-f unci 6n di ferenci able 


■f (x , y) = zEu(x,y),v(x,y >3 
en el abierto W del piano.x,y. 



Fig. 3 <5 
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Cuando queremos probar que una aplicaci6n diferenciable 

X: U c: (R 2 ->[R 3 es parametrizaci6n de una superfide S, 

la condici6n m&s dificil de probar es la continuidad de X 
Veremos que basta probar que X es biunivoca,si adem&s cumple las 
condiciones a) y c)- 

2 3 

TEOREMA 3.~ Si S es super-ficie regular y X: U <c tR ->ER es una 

aplicaci6n diferenciable, inyectiva y que cumple la condici6n 
c),entonces X 1 es continue y establece un homeomorfismo entre U y 
X <U> - 

DeNOSTRACION • Como X cumple c) algun menor en la matriz de 

dX^ es no nulo,para eualquier q e U. 

Por ejemplo. si ^ ■■ -—■ [ (q) 0 ,1a funci6n n o X : U->IR 2 

6 { u, v > 

establece una corr espondenci a entre U y riodU), siendo n la 

3 

proyecci6n de IR sobre el piano <x,y) - 

Por ser el jacobiano (q) ^ 0 y tt q X una funci6n 

diferenciable,el teorema de 1 a fund 6 n i nversa asegura que existe 
un entorno U^c: U del punto q tal que rroX es invertible en ese 

entorno y (rr®X> *:W , W = 7ToX<td, es diferenciable y por lo 

tanto continua. 

Entonces X 1= = (ttoX) 1 077 es continua por ser composi ci 6n * de 
fund ones conti nu a 5 , 

Este teorema permits obviar la demostracion de la continuidad 

de X 1 para probar que X;U >S es parametri zaci 6n de una 

supprficie S. 


66 
































1 a 


bn 

ste 

?se 
1 o 

de 

lad 

ma 



Fig. 37 

Si x^:U^-►S es una colecci6n de parametrizaciones que cubre 

a S,de modo que S es una superficie regular y X(U^)=V^ n S, 

3 

abierto en K ,decimos que n S es un abierto coordenado y <u,v) 
son las coordenadas locales de S. 

Usaremos el teorema 3 con el objeto de demostrar que la 
es-fera puede cubrirse con dos parametrizaciones uni camsnte, usando 
las coordenadas geogr&f i cas - 

Las coordenadas geogri-ficas son la colatitud v,medida a 
partir del semieje positivo de las z y la longitud u a partir del 
semieje positivo de las x,de modo que 0 < v < rc y 0 < u < 2 tt. 

Ver figura de la p&gina 49. 

0 sea que U = (0,2rr) x (0, n) . Calculando las coordenadas 

<x,y,z) de los puntos de la estera,exceptuando el semimeridiano 
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li = O y Ids polos,veamos si : 

X<u,v) = (r sen v cos u, r sen v sen u, r cos v) es ,una 
parametrizaci6n de la esfera S- 

Como ya proba/nos que S es super-ficie regul ar, bastard probar : 

a) X es C°° . 

c> X cumple la condici6n de regularidad, o sea, la matriz 

—r sen v sen u r cos v cos u 

r sen v cos u r cos v sen u 

0 —r sen v 

es de rango 2 en todo punto de X (U)- 

Los menores son 

M = -r 2 sen v cos v 

1 

2 2 

M = -r sen v cos u 

2 

m 2 2 

n = — r sen v sen u 

3 

9e observa que sen 2 v ?* 0 siempre ya que 0 < v < n y las 

-fund ones sen u, cds u jam&s se anulan simultaneamente,por lo que 
el rango de la matriz es siempre 2 y dX^ es inyectiva V q e U. 

b) Puesto que se cumplen aye, bast a probar que X 1 es inyectiva, 
por el teorema 3 ser& entonces continua y X es homeomor-fismo. 

Probemos la biunicidad : siendo z = r cos v y 0 < v < tt , 

como cos v es inyectiva en (0,?r>, v = arc cos — determina 

r 

univocamente a v . 

Dado v, las ecuaciones 

>; = r sen v cos u 
y = r sen v sen u. 

determinan un solo valor de u en <0,2 tt> . 

-l . 


Entonces X C >?, y , z > = (li,v) e U es biunivoca. 
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La para/netrizaci6n X(u,v) cubre la esfera con excepci6n del 
semimeri di ano y=C>, >; >0 y 1 os polos, de mod o que se necesitan 
dos tales parametrizaciones para cubrir la esfera . 

La 2 omite la parte posterior del Ecuador, y cubre el 
semi mer idiano que omite la primera. 



Fig. 38 


2.3. Superficies definidas en forma implicita. 


as 


Muchas superficies en [R 3 pueden obtenerse como el 
puntos que satisfacen a una ecuacion del t;no : 


ue 


conjLinto ae 


F(>j,y,z) = c , donde c <= R, 


Ejemplos : esfera x Z +y 2 +z Z = r 2 



Hiperboloides 


Como tairibihay curvas en IR 3 dadas en forma implicita por 


dos ecuaciones r f(x 5 y 5 2 > = a 

l g<x,y,z) = b 

y el concepto puede generali 2 arse a subconjuntos de con n > 
estudiaremos con details las aplicaciones 








en las que F es una funci6n diferenciable. Veremos el teorema de 

la funci6n impllcita, que,entre otras CD 5 as,prueba que F~*<c) , 

para ciertos valores de c,es local/nente homeomorfo a un abierto de 
ra n—m 

jx . En primer lugar de-finimos : 

PUNTOS REGULAR DE F : U c ER n ->[R m es todo punto p e U en el 

que dF^ sea sobreyectiva , 

Como dF :[R n - >lR m , en este caso la imagen dF (lR n ) es lR m „ nor 

P p ft' 

lo que ,el rango de la matriz jacobiana 


Sx „ 


SF : 

Sx . 


SF 
_ r 

Sx. 


m 


&y ' 2 

6F 2 

6F 

m 

Sx _ 


SF, 


Sx 


6F._ 


Sx 


n 


SF 


m 


Sx 


n 


debe ser m. Algtin 
Todo punto p 
singular de F. 


menor mxm 
en U en el 


de 1 a 
que el 


matriz de dF e 


P 

rango es menor 


s no 

se 


nulo en p. 
llama punto 


VALOR REGULAR • Si c e F(U)c: R™, c se llama valor regular de 
si todo punto x e [R tal que F(>t) = c es regular. 

0 sea si todo punto de F T1 (c) es regular. 

E j empl o 1_ . Sea F(x,y,z) = x +y + <z —1) . F’oniendo x 2 +y 2 + (z — 1) 2 = c 

<L valor es de c son regulares para F 7 - 

La differencial dF, es la matriz 

= ,2y , 2 (z — 1) ) . El 1 a seri sobreyectiva si x,y 6 (z~l) 

son diferentes de cero,de modo que solo deja de ser sobreyectiva 
en el punto (0,0,1). Este punto corresponds al valor c = 0 que es 




























1 


asi el_ ti nico valor no reqi^ar de F. Todo otro c €= K es regular. 

Ejemplo 2. Consideremos el par de ecuaciones f x 2 +y Z +z 2 = 4 

1 X 2 +(y-l> 2 = 1. 

Ellas representan el con junto de puntos de ER 3 en los que la 

funci6n F;IR 3 ->[R 2 toma el valor (4,1) .Veamos si (4,1) es valor 

regular. 

F(x,y,z) = (F^<x,y,z),F^(x,y ,z> ) = (x 2 +y 2 +z 2 , x 2 + (y—1) 2 

de modo que la matriz de dF , v es ; 

(x,y,z> 

f 2x 2y 2z 1 

[ 2x 2(y—1) 0 J. 


Sus menores son 


2x 2y 
2x 2(y—1) 

2y 2z 

2(y—1) 0 



0 


2x 

2x 


= 4 x(y— 1) — 4xy = —4x 
= — 4z ( y— 1 ) 

= 4zx . 


Elios se anulan si mul tineafnente en los puntos (0,l,z) y 
(0,y,0). Reemplazando en las ecuaciones, para (0,1,z) obtenemos 
1+z = 4 que da z = ±Y 3 en la primera,pero la segunda no se 
satisface, por lo que no hay ningdn punto de -forma <0,l,z) en 
F _1 (4,1) . 

Para (0,y,0> obtenemos y =4 que d& y=± 2, pero solo y=2 
sat i sf ace la segunda. El_ Cr ni co punto si nqul ar para el val or (4,1) 
es (0,2,0), 

Por lo tanto (4,1) no es valor regular. 

El con junto F (4,1) c R es la curva intersecci6n de la 
esfera x 2 +y 2 +z 2 = 4 y el cilindro x 2 +(y-i) 2 = 1 
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En el punto 10,2,0) presents una cOspide. 



Fi.g. 3P 


Como en un punto regular p el rango de la matriz de dF^ es m, 
con un conveniente cambio de coordenadas podemos suponer que sea 
el determinants de las ultimas m columnas el que no se anule en p. 
Escribiremos <x,y) = ^,. . . y^ , - - . ,y^> donde r = n-m - Esto 

equivale a hacer la i dent i t i caci 6n [R n = [R r >:[R - Usaremos esta 

convenci6n para demostrar el s 

TEOREMA 4 - TEOREMA DE LA FUNCION IMPLICITA ■ Si <X 0 »Y 0 > e tR n es 

punto regular para la -funcion di-ferenciable F:U cr [R n -»1R , n > m y 

F<>; «v > = 0 , entonces existen : 
o o 

a) un homeomorfi smo entre V n F 1 <0) , V abierto de fc n c Li y un 

abierto W c lR n ™. 

b) una -f unci 6n di-ferenciable -f : W c [R n ™->0R m tal que F(x,f (>?)) = O 

en W, 
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Qbservaci6 n : basta que F sea de clase C', k > 1 en cuyo caso 
f es de cl ase C 

PEMOSTRACION .Se basa en el teorema de la funci6n inversa. 

Construimos la aplicaci6n 0:U c lR n ►ER n =[R n m x IR m poniendo 

0<x,y)=<x,z) donde z=F(x,y> e !R m . (x e [R n m , y e [R™ de acuerdo a 

la convenci6n anterior, por lo que el determinants 
6 (F ,F ...F ) 

--es no nulo en (x ,y ) - Es decir 


6F 1 

6F i 

6F 1 

6y l 

6y 0 

6y m 

6F 2 

6F 2 

6F 2 

f Y l 

2 “ 

Sy 

m 

6F 

m 


6F 

m 

6y i 


6y 

m 

la expresi6n de 

0 es 


* 0 


0 


Z = X 
1 1 


Z = X 
2 2 


Z = X 

n-m n—m 

z = F (x . - - x ,y...y) , r=n-m 

n-m+i l i r 7 7 1 ' m 

z = F (x ...x ,y...y ) 

• n~m+2 2 1 r 1 m 


z ~ F (x . - . x , y . - . y ) 
n mi r i to 


por lo que d0. , = id x dF . x . Dicho de otro modo.la 

<x ,y ) rD n m <x ,y ) ’ 

o ’ o ER o ’ 7 o 


jacobiana de d0 y . tiene determinants iqual a 

(x.y ) 

O O 


73 
























i Tit - . •_ ^- r '-tv*? i 


1 

o 


o 

1 


o 

0 


O O ... 1 


6F 1 

6F i 

6F i 

* F i 

**1 ■■ 

m ' 6x 

r 

f y i 

m m m c 

Sy 

T m 

SF 

SF 

6F 

SF 

m 

m 

m 

i 

6>i i 

6x 

r 

5y i 

*" 6y , 


6 (F 
S (y 


1J 

1" 


. .F ) 
m 



di -f erente 

de cero 

en 

(x o’ y o 

). Por el teorema 

de la funci6n inversa 

existe 

un 

abierto 

V 

c [R n 

con imaaen 0(V) 

abierta 

tal qLie 

0 ... 

tiene inversa 

que 

designamos 0 1 

para 

si mpl i -f i car 


diferenciable. 

*■* Es decir , 0 (ll es di f eomor f i smo entre V y 0<V). 



Entonces F 1 (0> = -C ( x , y ) e \R n | F (x , y > = 0 e DR^ > - 
= £ < x , y) e K n | 0 (x , y) = (x,0)> 

donds (x.O) e n »0iV)= W abierto en D?" m , siendo n la proyecci6n 

7 i 1 

de [R n 5Dbre el s e.ER n 
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Entonces : 


a) Como 0~* es difeomorfismo,1 os puntos de W y Ids de V n F 1 (0) 
estim en correspondencia biunivDca y bicontinua , respecto de I 
topologia relativa de F (0) a ER 

Es decir, F _1 (0) n V es homeomorfo a W . 

b) la f unci6n implicita f:W c D? r>_r "-se define por la 

correspondencia 

x <s to c [R n m -► (x,0> ——> (x ,y) e F ± (0) -» y e IR 

id©nlificacion m 

siendo tt la proyecci6n de ER sobre el subespacio ER * - 0 sea : 

y = f <x > = n o 0 _1 (x ,0) 

es -fund 6n porque y es unico,ya que 0 1 es horn eomorf i smo, y 
tiene el grado de di f erenci abi 1 i dad de 0 1 , que es el de F) . 

Ademiis F<x,f<>:))=0 V x «= W ya que V n F 1 (0) =x (x , f (x ) | x e W 
pasa por 0 en fx,z> | z = F(x,y) = 0>. 

Apliquemos el teorema al caso de una ecuaci6n F(x,y,z)=c e R 
TEOREMA 5 : Si c es valor regular de F entonces el con junto F 1 (c 
es superficie regular en IR 3 - 









































En la figura ponemos c = 0 para facilitar la comprensi6n 


del 



i 




t i: 

i I| 

! 1 

■ I 
’$! 

. w 

. ; 
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. ! 
I ', • 

j si* 

fa: 
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*. *■» . 


teorema. 

Siendo F<x,y,z> = c ^sto equivale a trabajar con 
G(x,y,z) = F < x , y, z > -c. 

Como c es valor regular, en todo p e F *(0 alguna de las 

derivadas , S— 6 -r— no se anula. Supongamos ^ (p) ^ For 

ox 6y oz 

3 

la parte a) del teorema anterior existen un abierto V c lR y un 
abierto W c IR Z tales que V n F _1 (c> es homeomorfo a W. For la 
parte b) del teorema,existe una funci6n di-ferenciable z - f(x,y) 

defini da en W - o sea f : W c: OR 2 -► R - tal que F (x ,y, f (x , y) ) = c 

-(No cero,pues estamos usando c en vez de 0 , tornado asi en la 
demostraci6n del teorema , con objeto de simplificar1 a). 

Es decir , la gr&fica de z = f(x,y) es igual a F (c). 

Ya hemos demostrado que la gr&fica de una funci6n 

diferenciable es una superficie regular,por lo que la aplicaci6n 
X(x,y) = (x,y,f(x,y) es parametrizaci6n en un entorno de p con 
abierto coordenado W. 

Como <§sto vale para todo p e F i (c) , el_ con junto F (c j_ &s_ 
super-Picie requl ar . 

F'uede de-fini rse curva regular de modo anAlogo a lo hecho con 
las superficies regulares. 

Lo haremos en el E J. 5 de la prActica 2- 

Un teorema anAlogo al anterior prueba que si c — (c^,c^) 

valor regular para F:U c 0? 3 -»R 2 entonces F 1 (c> es una curva 

regular. 


(EJ 6 de la practice 2). 
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2.4- .- Para /nuchas cuestiones referentes a *f unci ones di-f erenci abl es 

Y aplicaciones entre super-f icies,necesi tare/nos el 

2.4- .1.- Teor. 6 Teorema del cambio de parametrqs. 

Si p <= S estA cubierto por dos parametrizaciones X:L^-*S , 

Y s fuhci6n de cambio de par&metros 

Y'*oX: X _1 (X (U >n Y (U )) -> Y _1 (X(U >n Y(U >) 

12 12 

es diferenciable en q = X _1 (p). 

DemOSTRACION - Si r = Y i (p) , algtin menor de 1 a jacobiana de 
dY^ es no nulo . 

Por ejemplo pr^rl * 0 en r = <£ ,tj ) . 

^ ,7)> O 'o 



Entonces, en algun entorno de r = <£ ,-n ) e>:iste inversa 

o o 

dif erenci able de de la -funci 6 n >; = >: (£ ,r?> , y = y<£, 7 >>, es decir,la 
•funci 6 n £ = ? (>;,y) , 19 = 7 }<>i,y) es di ferenciable. 
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Entonces,en algtin entorno de q — X (p) las funciones 
<x (u,v) ,y(u,v)) = |f<u,v> "0 = t?<x <u,v) ,y(u,v)) = t?(u,v) 

son diferenci abl es ,por ser compuestas de funciones di f erenci abl es. 

Las ecuaciones K = K <u,v> , 7) = 7 )<u,v> son la expresid>n,en 

coordenadas,de Y ^X. 

Como este razonamiento puede aplicarse a cualquier punto de 

X (U ) n Y(U ) ,tenemos 

1 2 



Si 

' 4 ' 


:: 


COROLARIO ! Los conjuntos X NxtlJ^) n Y (IM ) y 

Y~ * 1 (X (U ) n Y(U )) son difeomorfos. 

1 2 

DeMOSTRACION Tanto Y _1 .X como su inversa X 1 .Y son 

diferenciables , cualquiera de el1 as es , por lo tanto , un 

homeomorf i smo di ferenci able con inversa diferenciable. 

Observac i 6 n:por la definici6n de superficie regular, el 

conjunto X (U ) n Y(U ) es homeomorfo a X 1 (X(U ) n Y(U ) > y a 

Y _i (X(U ) n Y(U )> . Pero no podemos decir que estos conjuntos 

1 2 

pianos sean difeomorfos a X (U ) n Y (U ) porque no hemos definido 
el concepto de difeomorfismo entre dos superficies,ni tampoco el 
de funcibn diferenciable real sobre un abierto de una superficie. 
Comencemos por definir : 

2.4.2.- FuNCION DIFERENCIABLE REAL EN P e 5 ! es una *unci6n 

f-V c S->[R , V abierto en la topologia relativa,tal que existe 

una parametrizaci6n X:U->S en torno de p con la propiedad que f«X 

es diferenciable en q = X 1 (p). g 

Esta definici6n equivale a decir que la funci<5n compuesta 
f(x(u,v),y<u,v),z(u,v)) sea diferenciable.La llamaremos 


expresi6n 


















') 

1 es. 
n f en 

de 


un 

el 

a 

bos 

do 

el 

e. 


te 

oX 

ta 


de f en las coordenadas locales <u,v) y escribiremos f(u,v). 

Para que esta definici6n sea consistente debemos probar que 

no depende de la parametrizaci6n. Si Y:W es otra 

parametrizaci6n,en torno de p,como 

foY = (foX)O(X _1 oY) 

por el teorema anterior X 1 oY es di f erenci abl e, de modo que si foX 
lo es,tambi^n f°Y es diferenciable. 

Si una funci6n F:V c CR 3 ►!R es di ferenci abl e, su restricci6n a 

V n S tambi£n lo es,ya que F, oX(u,v) = F<x(u y v),y<u,v),z(u,v)) es 

I s / 

funci6n compuesta de f unci ones diferenciables . 

E jempl o 1_ - La funci6n d 2 <p,p o > , cuadrado de la distancia del 

punto variable p al punto fijo p^ ^ es di f erenc i abl e en IR 3 . 

Si p varia en S, d <p,p^> expresael cuadrado de la distancia 

de los puntos de S al punto fijo p^. Es di f erenci abl e, por lo 

dicho mAs arriba. Tiene expresi6n 

d Z (p,p ) = (x (ujv) x ) 2 +(y(u,v)-y > 2 +(z<u«v>-z > 2 . 
o 000 

E jemplo 2. La funci6n d(p,p ) = |p-p I no es diferenciable sobre 

o 1 o 1 

S si p e S. 
o 

Ejemplo 3. La funci6n de altura de una superficie sobre un piano 
por el origen de normal unitaria u es h(p> = < p,u > 





4,3 















restricci6n de la -funciAn 


es diferenciable sobre S ya que es 

3 

diferenciable <p,u > (producto interno de 0? ) . 

2.5 - Aplicaciones diferenciables entre sup erficies. 

Definici6 n . Si V es abierto en una superficie S* y p:V c * s 2 

es una aplicaci6n de V en otra superficie se dice que <p es 

2 

dif erenciable en p e V si existen parametri zaci ones X:^ c R * s t 

e Y:U <c tR 2 -»S tales que p e X (U ) , <p<. p) e Y(U ) y la aplicaci6n 

2 2 1 

Y^o^oX es dif erenciable en q =X A (p). 



Fig. 44 

Igual que para las funciones reales diferenciables,esta 
definici6n es v^lida pues no depende de las parametrizaciones X e 
Y. Frobarlo . 

E iemplo 1_ s La parametrizaci6n X(u,v) = <v cos u,v sen u,a u ) 
en la que a > 0 , V e R + , O < u < 2n cubre un abierto sobre el 

helicoide 


5 


formado 


por el 


movimiento de una 


semirecta 






























ci6n 


->S 


->S 


6n 


t a 


inicialmente sobre el semieje positivo de las x que gira 
traslad&ndose al mi smo tiempo hasta la altura 2 rra- (No incluye la 
posici6n inicial y -final de la semirecta). 

V = X(U) , X: U->S , U = R + x(0,2tt) 

i i ’ ’ 

Consideremos ahora la parametrizaci6n 
Y(u,v) = (v cos u,v sen u , v 2 ) 



Y: U- 

— >S , U = R + x (0, 

2 5 

2rr) . 




Esta 

parametrizaci6n cubre 

el 

abierto del 

paraboloi de 

de 

revoluci6n z = 

2 2 

= >: +y formado 

por 

los puntos 

del mismo 

con 

excepci6n 

del 

v£rtice y la rama 

de 

la parabola 

situada en 

el 

semi piano 

y = 

0 f x > 0. 






Llamamos V a este abierto. 
2 


Sea la apli cac i6n ^?(X(u,v>) = Y<u,v) entonces Y 1 o ^oX es 
la aplicaci6n id^ntica de U dada por u = u ,v = v, obviamente 
diferenciable . Luego ip es di f erenci abl e . 




Fvg. 45 
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I 


"Sr 


% 

i • 


$ 

U! : 

.. s 


ip aplica el punto de la recta m6vi1 del helicoide a 

r 

distancia v y altura a.u en el semipiano u = cte, en el punto del 
paraboloide situadD en el mismo semi piano,a igual distancia v pero 
altura v 2 ). 

2.5.1 - Plano tangente a una superficie • 

La condi ci 6n de regul ari dad ,cdidd veremo 5 ,asegura la 

existencia de un piano tangente , que puede de-finirse asi : 

T (S) = dX <R 2 ) si p e S, X parametrizaci6n en torno 

P P 

de p , q = X 1 <p) . 

La condici6n de regularidad asegura que dX^UR ) es un 

piano,ya hemos visto en la pAg. 48 que 6ste es el piano generado 

por X y X . <A11i le sumamos X(q) = P con el objeto de 

r u v 

situarlo en p. De igual modo,si a es una curva con a(0) = p ,el 
vector tangente o’(0) estA situado en rl origen y no en p. Para 
situarse en p,la recta tangente debe escribirse p +t a 7 (0) y no 
t a’(0)) . 




For simplicidad razonaremos con el piano de-finido como lo 
hemos hecho. 

Dado un vector v e T (S) existe un vector v del piano 

p o 

<u, v) ,apl icado en q = X~ A <p) (vector que podemos simbolizar <h,k)> 


tal que 


dX <h,k) = v , q = (u ,v ) , v = (h,k). 

n 7 o o o 


q ' o o 

La recta por q de ecuaci6n q+t v^ = ftk t) es una curva por q 

de vector tangente ft* (t) — v^ y ct (t) =X (ft (t) es una curva por 

p=X <q> en X (U) c: S . 
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Fig. 4<5 


a’(0) = dX </?’(0)) , o sea v = dX (v ) (Regia de la cadena) . 

q q o 


vector tanqente a Lina curva en S que pasa por 

Reelprocamente, si a:I->S , a(0) = p es una curva por p, 



X (a(t)> = ft it) es una curva por q , regular (lo demostraremos en 


el ejercicio 15 de la prictica 2) 


Como X <X (a) > =a 


resulta 


a=X°/? e igual que antes es a’ (0) = dX^(/?’(0) , ft' (0) vector del 
piano <u,v>. Es decir : todo vector tanqente a una curva de S 


Esto muestra que el piano tangente coincide con el piano 
determinado por y ya que £stos son tangentes a 1 as u-curvas 
y las v—curvas,respectivamente, y son linealmente independientes. 

Tambi£n resulta que la de+inici6n de piano tangente no 
depends de la parametrizaci6n que se elija. 

Ahora estamos en condi ci ones de de-finir : 































2.5.2- PlFERENCIAL DE UNA FUNCION DIFERENCIABLE 0:V c s — 


en un punto p. *e : es 1 a aplicacibn 

d0 : T (S )-► T _ (S ) 

P P 1 0 2 

< P> 

que hace corresponder a todo vector v =a’<0) de el vector 

d0 (a’<0>) = w e (S ) donde w =/?’(0) es el vector tangente a 

p 0 2 ' 

< P> 

la curva 0<c*(t)) = /?(t) en el punto 0(p). 

(Ver figura) 



Fig. 47 


Para mostr ar que la def i ni ci 6n de d0^ sol’o depende de la 
aplicaci6n 0, probaremos el 

TEQREMA 7 : el vector w = (0) no depende del a curvsi a, es decir, 

es el mismo para todas las curvas con igual vector tangente en el 


punto p, La transformaci6n d0^ es lineal, 
DeMOSTRACION - Si demostramos que d0^ es lineal 


en 1 as 


coordenadas de los vectores de T <S) , habremos probado que 
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d0 p <v> = w solo depende del vector v y no de la curva. 

Para ello,sean X parametrizaci6n de un entorno de p e y 

parametrizaci6n en torno de 0 <p) . Llamando (u,v) y a las 

coordenadas correspond!entes, teneroos : 

a> X li’ X v ' form an una base de T (S ) 

P * 

-forman una base de T 0 (S ). 

C> 18 ‘''ansfcrmaciOn 0 en coordenadas esta e*presada por ? (u,v) 

n.u,v) donde f , » son funciones diferendables. <En realidad 
expresan a y 1 o 0oX) . 



Fig. 48 


U 


Entonces «<t» = X(u(t),v(t) , a’<CO = X.. u ’(0) 

f3it) = Y(? (u<t) ,v(t) ,r?(u(t> ,v(t)> 

(0) = Y ? ? ’ (0) + v 7 )’ (0). 

F'ero ? ’ (0) = u’ (0) + ^ v 5 <C» y 


X v v’(0).y 
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tjMO) - 7) u u’ <0) + T} v v f (O) 

donde las derivadas parciales est&n evaluadas en el punto 
(u (0) f v (0)) „ 

Por lo tanto,en las bases elegidas en los pianos T^<S^) 


0 


<p> 


(S ) la trans-formaci6n de coordenadas viene dada por 
2 


r« u '»i f u ’ <0> 1 _ f' ,<0> ] 

[ »u "» J l v ’ (0> J l n ’ <0> J 


que 


es una 


derivadas parciales evaluadas en (u^ f v^) f 

trans-f ormaci 6n lineal- El resultado solo depende de 

v = X u’(0) + X v’(0) y no de la curva a. 
u v 

Si cambiamos las par ametri z aci ones en torno de p y de 0<p) , 

cambia la expresi6n de los vectores y tambi^n la matriz de la 
trans-f ormaci6n, pero no cambia la trans-f onnaci6n • (S61o se han 
cambiado las bases en T (S ) y L, , (S ) -)- 

p l kj \ p ) 2 

DeFINICION -Si una aplicaci6n deferenciable 0:V^c 

tiene inversa diferenciable 0 S V <c S ^ 50 llama 

2 2 11 

difeomorfismo entre V y V 

- i 2 

Es decir, un homeomor-f i smo diferenciable. Con esta 

definici6n es posible ver que toda parametrizaci6n X:U->V r> S es 

un difeomorfismo entre U y V ^ S. 

Por la condi ci6n <2) es un homeomor-f i smo y X es 
diferenciable,solo hay que demostrar que X 1 es diferenciable 

como aplicaci6n entre superficies. 

Si Y es otra parametrizaci6n de S en torno de p e V n S, 
Y:U > s , p e Y(U). Considerando el abierto U c CR como una 
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y 


la 

lan 



euperficie con parametrizacibn Z:U >U donde Z = I es la 

identidad de U, entonces ZoX 1 oY =X 1 oY es diferenciable, por el 
teorema 6 de cambio de par&metros. 



Fig. 4£> 


ita 

es 

es 
1 e 

S, 

la 


Luego toda parametrizaci6n es un difeomorfismo entre un 
abierto del piano y un abierto V n S de la topologla relativa de 
S en DR 3 . 

Ejemplo 

0 (x ,y,z) = (a>; ? by,cz) , a,b y c positives, es una aplicaci6n 

3 3 

dif erenci able de \R sobre IR - 

2 2 2 

2 2 2 y v z 

Si S. es la es-f era >i +y^+z =1 y S_ el elipsoide — + + _ 

1 jl jL ,2 2 

a b c 


entonces, como (>;,y,z) 


0 


-> (a>i , by , cz ) = (X , Y , Z ) cp 



es una aplicaci6n di-f erenci abl e de S sobre S - Su inverse es 
^ 12 
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correspond! ente de IR . 

Entonces tp establece un di f eo/norf i smo entre la esfera y el 
elipsoide. 

2.6.- Orientabilid ad - 

Hemos visto que todo punto de una superficie regular tiene un 
piano tangent e, f ormado por las combi naci ones 1 ineales de 1 os 
vectores X ,X de cualquier parametrizaci6n de un entorno. 


X 


El vector N(u,v)= 


es un vector uni tario normal al 



piano T (S). 
P 


parametrizaci6n. En cada entorno coordenado N(u,v> varia con 
continuidad- Tambi^n el vector — N (u, v) es normal a S. 

F’ero una superficie puede no admitir un campo N de vectores 
normales continuos en la totalidad de S. 

Bef j ni c i 6n : una super-ficie S se dice or i ent abl e si admit e un 
campo continue de vectores normales. 

Si S es orientable y N(p) el campo normal,—N(p) d& otra 
orientaci6n de la mi sma super-ficie -Hay dos or i entaci ones posibles 
de una superficie orientable. Si elegimos una,decimos que S est& 
orientada. 

Por ejemplc«,en la parametr i z aci 6n de la esfera de radio r 
menos 1 semimeridiano : 

X(u,v)=(r sen u cos v,r sen li sen v,r cos u) <u,v) e (n , rc) x (0,2rr) 
N<u,v>=(sen u cos v,sen u sen v,cos u> el vector N(u,v) apunta 
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hacia afuera.(N(u,v)=X ^ X ). 

u v 

Es *f<icil ver que el campo puede completarse agregando Ids 
VB ctores norfnales sobre el se/nifneri di ano, quE apuntan hacia a^f LiEra. 



Fig. 50 


Para obtener la esfera orientada hacia adentro,basta cambiar 
el order* de los parimetros li,v. 



Fig. 51 


Dados dos entornos coordenados,1as normales 

X „ X X „ X 

I V 


N < u, v) = 


|X ,, X | 

* n v 1 

















pueden hacerse coincidir cambiando,5i es necesario,el orden de las 
variables en uno de 1 os entornos coordenados. 

Si la super -ficie es orientable,es posible bacer coiricidir 
tales normales con la normal elegida N(p>. Esto no sucede,por 
ejempl o, con la super-ficie no orientable llamada cinta de Moebius. 



En esta super f i ci e, si la normal se mu eve a lo largo de un 

camino cerrado sob re la super -f i ci e , par ti endo de N U q , v q ) llegamos 

al mismo punto,con normal —N(u^,v^), es decir,en puntos tan prbximos 

a p(u .v > como se quiera la normal di + iere mucho de N(u ,v ) , no es 
r ~ o o o o 

continua. 


La cinta de Mob 1 lis puede considerarse originada por un 
segmento de longitud 2 que gi ra manteniendo su punto medio sobre 
el ci rculo x 2 +y == 4 , partiendo de una posicidn vertical en 

( 0 , 1 , 0 ): 















Fig. 54 


Si v mide la distancia al punto medio del segmento y 

u es el Angulo indicado en la figura,girando el segmento en el 
piano u=const. en un Angulo “ , el punto p de la cinta de Moebius 
de coordenadas (u,v) corresponds a la parametrizaci6n 

X(u,v) = <(2-v sen ~ ) 5en u, (2-v sen “ ) cos u, v cos H ), 
(u,v) e U = ( 0 , 2 n )x(— 1 , l) . 

X(U) cubre la cinta de Moebius con e> : cepci6n del segmento 
inici al . 
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Si 50 coloca el origen de Ids imgulos sobre el eje de las x, 

partiendo del segmento a 45°,se obtiene otra parametrizaci6n 

Y:U->S que no cubre a este segmento y cuya imagen Y(U) tiene 

intersecci6n no-conexa con X(U). 

Es decir.X(U) n Y(U)=WU W ,W n W =0 ,W y W abiertos de S. 

12 12 12 

W^={X(U,V> | 7T/ 2 < Lt < 271 5 9 W 2 ={X(u 9 V) |0 < LI < Tt / 2~S • 

En W f llamando u,v a 1 os nuevos par ^metros, u=u-tt /2 , v=v- 

En W - u+ 371/2 =u y -v=v ya que el segmento AB ya invirti6 
2 7 

sli posici6n . 

Entonces ? como sen u = cos <u— n/z) =cos (li+37t/2) =cos ( 277 —li- 377 / 2 ) = 

=cos ( 71 / 2 -u) y cos u = -sen (u- 77 / 2 ) = -sen (u-+-3rr/2) resul ta, tanto 

en W como en W qtie cos li = -sen u , sen u = cos ti por lo que 
i 2 

la nueva parametrizaci6n es 

Y < u , v) = < - < 2-v sen(^ + ~)cc*s u , (2+v sen + ~) sen u ,v cos(^- + ^) ) 
<u,v)e U = (0,2 tt) x (-1 , 1) - El cambio de coordenadas es : 


r LI = U-7T/2 

r li = u + 377/2 


4 

en W l 

en 

<1 

II 

< 

H 

t - 

<1 

II 

1 

< 



En general,dado un cambio de parimetros u=u<u 5 v) , v=v(u,v) 9 


tenemos 


X = 
u 


X- 

u 


Su 6v_ 

<5u v 6 li 


X 


v 



X- 

v 


6v 

6v 


el producto vectorial 


X 

u 




6u 6v 
<5u <5v 


6u <5v 
£v <5u 
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X ^ X 
u v 


1 a normal N<u,v)= -r^ -y 1 -, apunta en el mismo sentido que N(u,v) 

» U V * x , — —v 

o(u-v) . , - 

o en sentido contrario segCin que el jacobiano ^ v y sea positive 
o negativo. 

En nuestro ejemplo,el jacobiano vale 1 en y -1 en . Si 

cambiamos el orden de las var i ables ,cambian las normales en 

ambos,de modo que coinciden en pero no en . 

Si existiese en la cinta de M. un campo unitario continuo de 

vectores normales seria posible cambi ar el orden en X o en Y de 
X X X— X— 

modo que N(p? = , Y LI " . =, Y U V ~, -Como vimos,6sto no es posible. 

I * u * V » » U ^ v * 

Luego la cinta no es orientable. 

Podemos enunciar el : 

TEOREMA 8. Si S es superficie regular tal que puede cubrirse con 
parametriz aciones tales que las funciones de cambio de par&metros 
tenga jacobianos positivos en cada punto de la intersecci6n de 1 os 
entornos coordenados ,entonces S es orientable. 

DEMOSTRACION ■ Por lo dicho anter i ormente : 

X 


u 


v _ 6(u,v) v Y 

V 6( u,v) U v 


de modo que si 


6 < u, v) 


6 (u, v) 


6u 

Su 

6u 

6v 

6v 

6v 

6u 

6v 


> 0 


en todos los puntos,el campo de normales N obtenido normalizando 


los vectores X 


u 


X es continuo en S. 
v 
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TEOREMA_ 9 . Toda superficie definida i mpl i. ci tamente por F(x 5 y,z)=c, 
c valor regular de F , es orientable. 

DeMOSTRACIQN - Sea a (t) = <x (t) ,y (t) ,z (t) ) una curva por p e S 
tal que a(0> = p. 

Por estar en S,para todo tel se verifica F<x(t),y(t) ,z <t>)=c. 

Derivando respecto de t : 

F «x’<t> + F oy’(t) + F ozMt) = 0 
x y z 

donde las deri.vadas parciales est&n evaluadas en el punto 

<>: (t) ,y (t) ,2 (t) ) -En particular , en el punto p = (>; .y ,z ) vale 

ooo 

F > ; <>! o’ y o’ 2 o )x,(0)+ F y <x o’ y o’ 2 o )y,<0)+ F z (>! o’ y o’ z o )z ’ (0) = °- 


Siendo todo vector v e T p <S> igual a a’( 0 ) para alguna curva 

a por p,resulta:el vector (F <x ,y ,z ),F <x ,y ,z >,F (x ,y ,z )) 

x o o o y o o o 2 o T7 o’ o 

es ortogonal a T (S) , p = (x ,y ,z >. (Y no es nulo ya que c es 

p ooo 

valor regular). 


Luego N < p) 


_( F x’ F y’ F z ) 

-/£ 


2 +F 2 +F 2 
x y z 


es un ca/npo de vectores normal es 


de clase C (y por tanto continuo) en S- 


Bfe ser v ac i 6n -El vector (F^ es el gradiente de F,normal 

c de la funci6n F, que es S. 


a la "superficie de nivel" 



















PRACTICA 2 . 


EJ. - 1_* — Demostrar que todo abierto de una superficie regular es 
una superficie regular. 

EJ. 2 , -a) Demostrar qLie S={ (>{,y,z)€ [R 3 ; z =x 2 -y 2 } es superficie 
regular. 

b) Demostrar que la aplicaci6n X(u,v) = (u + v,u — v,4u.v) donde 

2 

(u,v)e ER es parametri zaci 6n de S y encontrar la regi6n que el 1 a 
cubre . 

c) Idem para X , 7 } > = ch 77 , ? sh 77 , ? 2 > , £ j* 0 7 ) e iR. 

EJ.5 . - Para la parametrizaci6n (b) del ejercicio anterior, senalar 
las u-curvas y las v-curves. 


E J . 4. — Si 

la curva regular 

ct(v) = (p(v) , y/ ( v) 

5 v e 

I 

del 

pi ano 

<>i , z ) no 

rorta al eje z demostrar qLie la 

rotacion 

de 

esa 

curva 

alrededor 

del eje z genera 

una SLiperficie 

regular, 

que 

puede 

ser 


cubierta con dos parametrizaciones del tipo : 

X (u,v) = (f (v)co5 u , <p ( v ) sen u , y/<<v)> (u,v) <s <0,2 tt)x I . 

(Superficie de revoIuci6n). 











VsC. f - (tsd di * 


EJ. 5. - Cada CD/nponente conexa del hiperboloide de dos hojas, de 
ecuaci6n 



puede represent arse como gra-fica de una -funci(5n . Parametrice la 
hoja superior : 

a) por la -fund6n z = f(x,y>. 

b) como super-ficie de revoluci6n. 

EJ. 6,- Por anal ogi a con la de+inicion de super-ficie regular,def ina 

3 

curva regul ar como variedad uni di mensi onal de ER . 

E J . 7, - a) E>efinir valor regular de una apl icaci6n di t erenci abl e 


,2 


3 


L) abierto. 


-y ER 


F: U cr ER 




b) Demostrar que la imaqen inverse de un valor regular de F es una 


3 

curva regular en IR - 


2 


2 


EJ.b,- Las ecuaciones 


a > x 


y 


b) (x 2 -!) 2 + (y 2 -!) 2 


son de la -forma F<x,y) = c. 

Demostrar que,en ambos casos,c no es valor regular y F (c) 


no es curva regular en [R 2 . (En el caso (b) se muestra que (0,0) es 
punto ai si ado de F *(2) probando que no hay otro punto de ese 


conjunto en el cuadrado de semi 1 ado Vz con centre en el origen). 


E J. 9. — El con junto S de-finido por la ecuacibn x 2 — y — O es un 

3 3 2 

cilindro en ER , que admite la parametr i z aci 6n X(u,v) = <u. ,u -v) , 
(u,v) e ER 2 . 


Se pregunta : 


y 3 ? 


2 


a) ^ E- 0 valor regular de F(x,y,z) = x 


b> ^ Es S con la parametr i z aci on dada una super-ficie regular ?. 
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de 


EJ. 10,. Justi-ficar la ecuaci6n 


i na 


j.na 


2 ** X o*y o > ~ (>J o’ y o > (x ~ X o > + (X o ,y o > <y ~ y } 

para el piano tangente a la gr^fica de f(x,y> en el punto 

(x 0 .y 0 . f <i* 0 » y 0 )). 

EJ ; 1J - Demostrar que el piano tangente a la superticie definida 
impl1citamente por la ecuaci6n f(x,y, 2 ) = c , c valor regular, en 
el punto * x 0 »y o 5 s 0 > tiene ecuaci6n 

° = V X o’ y o’ Z o Mx - )< o ,+ V >! o’ y o’ Z o , H' + V X o' y o' Z 0 )( 2 - 2 o ) - 

I ndicac i ones : considerar curves a(t) = <x (t) , y <t) ,z <t >) en S 

por el punto <>; ,y 2 ). 

o’'o ’ o 

—- 2 ‘ ~ Sea S 1 a £t -iperficie de tangentes de una curva regular 

3 

a:1 -de curvatura no nula en I. 

Demostrar que los pianos tangentes a lo largo de la recta 
5=5 o’ tangente en a(s Q ), son coincidentes. 



- 1 3.- Lonsidere la aplicaci6n 0:U c S - 

i i 

la es-fera >: +y 2 +z 2 =l menos los polos y U 


-* U c S 
2 2 

el 


hiperbuloide x 2 +y 2 - 2 2 = i determinado 


, donde U es 


abierto 


del 


por Jz j< 1 , de-finida asl 
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c6rtense la es-fera y el hiperboloide con la semi recta de origen en 
(0,0,2),paralela al piano <x,y> y sean p el punto obtenido sobre 
la esfera y 0(p) el punto sobre el hiperboloide. 


I 



Fig. 57 


Demuestre qus la correspondencia p -► 0(p) es un 

di-feomorfismo entre U y U 

i 7 2 

0bservaci6n : Uv U son los abiertos determinados por la 

- - i 7 2 

i ntersecci 6n de S y S con el abierto de IR : 

V = {<x,y f z) e [R 3 ; |z|<l *« 

E j - 1 4. - La de-f ini ci 6n de super ticie de revolucibn puede extenderse 

a curves simples csrradas- regulares,que no cor ten al eje de las z. 

El toro se obtiene haciendo girar Lina circunf erenci a de 

2 2 2 

radio r y ecuaci6n en el piano <x ? z> igual a <x— a) + z = r donde 
r < a , alrededor del eje z- 

La secc i 6n con el piano y = mx = tg u es el circulo cuyos 
puiitcs tienen coordenadas : 

x = <a+r cos v> cos u. 
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(a+r cos v) sen u 


4 


z 


r sen v 


en 

re 




Fig. 58 


donde 0 < u < zjj , 0 < v < zn * 

Demostrar que : 

V 

a) el tore puede obtenerse como F _i (c> , c valor regular de una 
■funci6n di-Ferenci abl e F. 

b) X (u, v) = (<a+r cos v)cos li, (a+r .cos v)sen u,r sen v) 

<u,v)e (0,2 tt)x (0,2tt) es parametrizaci6n del toro e indicar el 
abierto que cubre . 

c) es el toro super-ficie regular orientable ?. 

EJ. 1 u . — Ap j. i can do la condici6n ( 3 ) de la definici6n de super-ficie 


regular,demostrar que si cc I 


3 

S c {R es una curva regular en 


con a(o.) p , [3 ( t>—X (a(t)) es curve regular en el abierto 
-.2 


L) c [R de la parametri zaci on X. 

EJ. 16 .-Deroostrar el teorema de la 
superficies : Si <p sV c S -> V c S 

II 2 2 


funci6n inversa para 
es una aplicaci6n 

































cji -f erenci ab 1 e tal que d^> es un i sofnor-f i srno. entonces exi sten 

p 





















CAPITULO III ; METRICA EN SUPERFICIES. ISOMETRIAS. 


Por estar sumergida en 0? 3 ,cada piano tangente de una 

superficie regular tiene un producto interno , que es el producto 

B5Ca ^ ar Dr dinario entre vectores de 0? 3 i <v.w> donde v,w e T (S) 

P 

La longitud de una curva sobre S, que es una curva en [R 3 , 
puede expresarse en t<§rminos del producto interno por la integral. 


L 

/ <a’ <r) ,a’ <t) > dr 


si a es regular. 

Dndn a ,, t.) regular en la curva /3(t)=X (cs(t) es una curva 

regular en el piano <u,v> con ecuaciones param£tricas 

/?(t) = (u (t) , v <t) ) . Entonces a !t > =X <u < t) , v <t > ) y a’(t)= X u’(t> + 

u 

X v V <l) donde X u = X L . <U (t> * v (t) ) , X v = X v <u(t) ,v<t>> ,y por lo 

tanto <a’(t),a’(t)> = <X u ,X u > u’<t> 2 + 2 <* 0 ** w > u’(t> vMt) + 
v’(t) 2 . 

Las funciones E(u,v) , F(u,v> y G(u,v) definidas como 

^ X u ,X li" ’ ^ ’ ' X li v^ ® = <X y ,X v > son tres -funciones 

diferenciables en el abierto U de la parametrizacldn. 

Lc? -forma cuadratica en las variables u ’, v ’: 

E(u’) 2 + 2F u’ v 5 + G(v’) 2 

BS,Gn cada P unto p e S una funci6n cuadratica positive definida,ya 
“ 2 . . -2 . „ .. .2 


que EG-F 2 = < X ,X XX X > - <X X > 2 = lx y 1 2 X 

U f LI V, v Lt’ V I U V» 


0 . 


La indicaremos I p C«V(t>> y se llama p rimera forma fundamental 


de S. 


Por lo visto anteri ormente , si v e T (S) I (vl = <v v -- 

P P 5 
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}<t kh~ iSTm 


La longitud de un arco de curva, en un entorno coordenado es 

) ) dr 


J - -/ I la’ (rJ 


La primera forma fundamental dA la metrics sobre S pues 
permlte evaluar la longitud de curvas y tambi£n el Angulo entre 
dos vectores,pues si v=X v +X v y w = X w +X w entonces 
el coseno del Angulo entre v y w es 


A 


ii 

I w 


CO 50 = 


< V 5 W > 


Ev w+F(vw+vw) + G v w 
11 1221 22 


/ E v Z +2F v v + G v 2 


/ 2 2 

V E w + 2F w w + G w 
1 12 2 


1 12 

aunque es generalmente mas sencillo usar la f6rmula anterior 
directamente . 

Como F = <X ,X > - F = 0 es condicirbn necesaria y suficiente 
u v 

para que las curvas de un enterno coordenado seen ortogonales. Si 
F se anula id£nticamente en U, las lineas coordenadas son 
ortogonales en cada punto de U. 

El Area de un trozo D de superficie tal que X 1 CE>> sea un 
conjunto medible del piano puede calcularse por la formula 

fl(D> “J / l x u - x vl du dv 

X (D) 



102 



























(Ver Ap£ndice ) 

En t^rminos de 1 os coe-ficientes de la l a -forma seri 

EG-F 2 du dv 


A(D) = J J .* / 

X <D> 



Fig. <31 

Un cai-nbio de coordenadas no altera la longitud de una curva 
nl el Area A(D), Begun puede veri-ficarse por la -f6rmula de cambio 
de variables en la integral doble. 

EJEMPLO • Sea S el cilindro circular recto de radio 1 con 
parametrizaci6n X(u,v) = (cos u,sen u ,v) donde (u,v) e (0,27 t)xIR. 

X(U) es todo el cilindro menos una generatriz. Entonces 
X^= (-sen u,cos u,0> y X y = (0,0,1) por lo que resulta 
E = 1 F=0 G = 1. 

La longitud de la he! ice a(t) = (cos t, sen t,t) entre t = 0 
y t = 7? e 

7 n _ 

J V E u ,2 + 2F u’v’+ G v’ 2 dt 

o 
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donde u (t)=v (t>=t ,por Id qlib u’=v’=1 y la integral ,reempl azando 
E,F y B por sus valores,se trans-forma en 1 a 

7T 

f dt = n V 2 . 

Jo 

AnAlogamente , el ^rea del cilindro entre 1 os pianos z = 0 y 
z = h es 

27i h __ 2 tt h 

J. du J*_ -/ EG-F^ dv = /. dv J\ VT" dv = 2n h . 

0 O U 0 

Distancia intrinseca . 

F’odemos de-finir la distancia entre dos puntos de una 
superficie conexa por areas como el in-fimo de las longitudes de 
las CLirvas que unen esos puntos, aunque no haya una curva de 
longitud minima entre todas el las, <Lo cue sucede si la superficie 
no es simplemente conexs, es decir, tiene "agujeros") 


: 











Esta distancia depende solo de la m^trica de S, es decir, de 
la primera forma fundamental, independientemente del hecho de 
estar S en \R 3 (aunque hayamos deducido la m^trica de la de IR )» 
For ^50 se la llama di stand i a i nt rl nsec a ^ la indicamos d (p,q) . 

Es un ejercicio fAcil verificar que d cumple las propiedades 
de si metria y desigualdad triangular. 



U c S 

: es 

un 

2 

2 


e U 

i 

y cada 

par 


Estas isometrlas se 11aman 1ocales pues se refieren a 

subconjuntos de S y S 

12 

Si ipi S > S es sobreyectiva v cumple la condi ci6n de 

it 

preservar 1 os productos internos . entonc es es una isometria entre 
S v S <o isometria global). 

i ' 2 

No es fAcil encontrar isometrlas globales ya que, al ser 
difeomorfismos , las superficies deben ser topol6gicamente 
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if.C.v 'fut dv 

n / r? h si & tt 37 r 


equivalentes. 

For ejemplo la unica superficie eh CR 3 isom^trica a una 
esfera de radio r es otra esfera de radio r. 

Vamos a demostrar que una isometria conserva las longitudes 
de dos curvas correspondientes, el Angulo entre curvas y las 
Areas, ya que : 

Toda isometria conserva 1 a prifnera forma fundamental . 

En efecto : 

I (w) = <w,w> = <dp (w) , dp <w> > = I idp <w) ) 

p p P p 

Si a<t) y /?(t)=f oct(t) son curvas corr espondi entes en la 
isometria p ,entonces 


/?’ = d^> (a ’) y J /j (aMt)) dt J/ 




(/?’< t)) dt 


i i . r <p) 

dA la igualdad de las long- de los arcos correspondientes. 
Reelprocamente , vale el 

TEOREMA 1 - Un di f eomorf i smo es una isometria si y s61o 
conserva la primera forma fundamental. 

DeMOSTRACION » Ya demostramos el "solo si" ya que vimos que 
isometria cumple I (w-) = I {dp (w) ) . 

p v p 


si 


una 


Reciprocamente- si I <w) = I 

p j 

vectores tanqentes we T <S ) ,como 

Pi 


P > 


<d^<w)) para todos los 
2<w ,w >=I (w +w )-I (w ) — 

12 p 1 2 P^ 


-yv 


{dp (w,+w„)> - I {dp (w. > ) - I {dp (w*,)) = 

”<p> P = 2 *<p> P 1 >%> P 2 


2< 


(d ip <w, ) , dip <w_) > . 

P 1 p 2 
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(ya que por 


la linealidad de d#> p es 


dp p lw t *w 2 > - d Pp <> V + d *’p < " 2 >> 

por lo tanto „ conserve el prodooto interior y es isometria. 


Todo di f eomorfi smo de un abierto cz 


sobre un abierto 


V e S es un homeomor -f i smo entre y 

2 2 


V . Por lo tanto, puesto 
2 


>V c S es 
2 2 


que una isometria * es un difeomortismo, podemos demostrar que : 

TFOREMA 2 - Si X:U t —>S t es una parametrizaci6n de V^XUMc ^ 

v «>• v _>V <r S es una isometria, entonces Y— qpoX.U^ 

X 1 2 2 _____ 

una parametri zaci 6n de S 2 para la que los coe-f i ci entes E,F,B 

de la primera -forma -fundamental son identicos a los de S^, 
decir, E=E, F=F y G=G en puntos correspond!entes en la isometria. 
DfmOSTRACION - Si C? f 7» son coordenadas locales en el entorno de un 
punto <p(p) e V z de alguna parametrizaci6n Z de b 2 , por ser 
d i t eomor -f i smo es di ferenci abl e. Entonces <P‘X = Z°Z ‘«^X=Y 
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es diferenciable. En otros tdrminos, si 

Z<?,77> = <X<?,77>, y(Jf,77>, z(<,7?>> 

entonces Y(u,v> = <poX(u,v> = <x<£ <u, v) ,77 <u, v> > , y <u, v> ,77 (u,v>) , 
z (u,v) f 77 <u,v) ) es una aplicaci 6 n diferenciable por ser compuesta 
de funci ones diferenciables. Se cumple la condici 6 n (1) para que Y 
sea parametrizacidn. 

La condicidn 2 se cumple pues U es homeomorfo a V y V 

i 11 

homeomorfo a V — p{\> ) pues p es difeomorfismo. 

2 1 

La condicidn (3) de regularidad se cumple,pues Y = d«> (X ) 

u p u ’ 

Y = dp (X ) 
v p v 

An&logamente 


E _ < Y tl » Y > ~ ,> = E ya que p es isometrl< 


F = <Y ,Y > = <X ,X > = F 
u’ v u’ v 

G = <Y ,Y > = <X ,X > = G 
v v v T v 


luego |V u „ YJ 2 - E G - F 2 = E S - F 2 = |X y „ XJ 2 - 0 


Como Y cumple <l) f <2) y (3) es parametri zaci 6 n de V^c 3^ para 
la que E = E , F = F y G = G. 

Reelprocamente,como corolario del teorema 1 podemos demostrar 
una proposicid>n muy titil para reconocer isometrias ; 


Corolario del teorema 1-- si x = u 


-> V c S e Y: U 
1 x 


son parametri zaci ones de los abiertos V c: S y 

x 1 7 


V c S 
2 2 


- V c S 
2 2 

con el 


abierto coordenado U , tales que los coeficientes de las 

primeras formas fundamentales coinciden , o sea 

E = < X f X > = < Y , Y > = E 
u* u u ’ u 
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F = 
G = 


entonces p = Y©X 


<X ,X > = <Y ,Y > = 

U ’ V u’ V 

<X ,X > = <Y ,Y > = 
v v v v 


B5 isometria local 


F 

G 



Fig. <54 


Demostracio n, Ya vimos que Y°X 1 05 

EE un vector tangente a : 

a’(0) = X u’(0) + X v’(0) , X ,X 

u v u v 

Si ftit) = <pia( t>> = YoX _1 (a(t>) = 

es /?’<0) = cV p <a’<0>> = Y^ u’(0) 
es decir . 1 as componentes de ft* <0) son 


eomorfismo. Si w=a 5 (0) 

evaluadas en <li( 0 ),v( 0 )) 

Y(u<t),v(t)> 

+ Y v f (0) 
v 

(u 1 < 0) , v ’ (0 ) ) en l_a bas e 
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(Esto 


(u(t),v(t)) = X (a (t > ) en el abierto U >. 

For lo tanto : 

I <w> =E u’(0) 2 + 2F uMO) v’<0> +G v’(0) 2 


E u ’ < 0) 2 + 2F u 5 (0) v’(0> + G vMO) 2 = I 


(dp (w>> 
<P p 

< p> 


i BDiTiEtri a . 


es un a 


superficie con X = I . 

Para todo p «= 9^ , Ids vectores (1,0) y (0,1) son base de 




Si S es el cilinriro circLil ar recto de radio 1 , 

Y < u, v) = (cos u, sen u,v) donde <u,.v) e (0,ztt)x R = U , es 

parametrizacion del cilindro menos una generatriz y para esta 
parametrizaci6n E = G = 1 , F = 0. 

For el teorema anterior , si tomamos en el piano (li,v) el 
abierto U = (0,7.tt)x CR , 1 a aplicaci6n Yol 1 = Y es una isometria 
entre U e Y (U). 




Fig. c>3 


no 




















Resultado qae era de eeperaree 


ya Que todos sabemos que 


cortando Lin cilindro a Id largo de una generatriz podemos 
“ desarr ol 1 ar 1 o n sobre una -franja del piano- Este tipo de 
de-formaci 6n continua que no altera las distancias (medidas sobre 
la super-f i ci e) tambi^n se llama -flexi6n o -f 1 e>: i onami ento del 
cilindro sobre el piano- Lo mismo es cierto para cilindros no 
circulares : 



F'_g. <5<5 


M&s notable es el -f 1 exi onami ento del catenoide sohr t=? el 
helicoide : 


Ejemplo 2: el catenoide es la super-ficie de revoluci6n de la 
eaten aria. Una parametr izaci 6n del abierto V^c: -for made* por 

toda la super-ficie men os la generatriz o meridiano 

correspondiente a u = 0 es 

X (u 5 v) = <cosh v cos li , cosh v sen u, v) 

< u , v) e (0,2n) x. R = U 
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El helicoide admite la parametrizacibn 
Y(u,v) = (sh v cos u, sh v sen li , u) 
para la que E = G = ch*, F= 0 , siendo U = <0,zn) x R el mi smo 
abierto que para la parametrizaci6n X del abierto del catenoide. 

El abierto ^ del helicoide S 2 es la porci6n de helicoide 
entre 1 os pianos z=u=C> y z=u= 2 n. 

En las piginas ^2-y y 224 del Do—Carmo pueden verse 

magni-ficos dibujos de las etapas del flexionamiento del helicoide 
sobre el catenoide,o reelprocamente . Las reproducimos en la 
p&gina siguiente. 

(Memos usado una parametrizaci6n del helicoide obtenida de la 
usual (v cos u , v sen u, u) cambiando v por sh v , cambio que es 
posible por ser v->sh v una biyecci6n>. 
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(Con otra parametrizaci6n en O’Neill, p£gs 306 y 315 puede 

obtenerse la isometria como resultado de una deformaci6n 

continua,es decir,como un "continuD" de isometrias (en cada 

instante, 1 a superficie S(t) es isom^trica a S(0)=S y S(rr/ 2 >=S .) 

1 2 

On ser bidiroensional que viviese sobre un catenoide no podr ia 
di ferenci ar a <§ ste de un hel i coi de, ya que roedi rl a di stand as 
i ntrl nsecas * i qual es entre puntos correspondi entes y_ £ nqul os 
iquales entre caroinos correspondientes. 


m 


w/ 


(a) 


(b) 


Fig. dp-a 
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<i w o sr x o ?* Tt v ' i n 

I *>tpw,y y> ->, tLj7 






Para darse cuenta de qu.s las superficies tienen "forma" 


Asl,aun no siendo la Tierr 
esf £ri ca, i sometri ca al piano,la antigua creencia de que la T i err a 
era plana solo fue desmentida por observaciones tales como la 


























sombra del planeta sobre la luna y otras,relacionadas con el 
espacio exterior. 

En el pr6ximo tema desarrol 1 aremos cDnceptos como el de 1 a 2° 
■forma fundamental , que es otra forma cuadr^tica de coe-f iciente^ 
e,f,g que, juntos con 1 os coef i ci entes E,F,G de la primera y Lin 
si sterna de ecuaciones en derivadas pare!ales permi ten demostrar un 
teorema de existencia y un i c i dad que fija la posiCi6n de la 
superficie en el espacio a men de de un movimiento r1 j ido . 




















































APENDICE TEMA 3- 


Veremos que la idea de definir longitud como el supremo de 
las longitudes de las poligonales inscritas en un arco de curva, 
no puede generalizarse para el irea de un trozo de superficie. 

Para ello, consideremos el cilindro de base en un circulo de 
radio 1 y consideremos el Area de la porci6n del mismo comprendida 
entre dos secciones normales a distancia igual a 1, o sea, el Area 
lateral de un cilindro de altura 1, que es zn. 



Fig. 70 

Si inscribimos triAngulos con vertices sobre el cilindro, 

como muestra la figura, dividiendo la altura en n partes iguales y 

la circun-ferenci a en m partes igual es, obten ^os 2mn triAngulos, 

cuya Area calculamos a continuaci6n. 

El 1 ado de cada triAngulo es el lado del poligono regular 

_ 360°_ n 

inscrito en la ci rcunf erenci a unitaria, es decir, si o- —jjj— 
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b =2sen n /m 



















_b 

2 



Fig. 71 

La apotema del mi smo pollgono es a=cosnVm y el 

inscrito en el cilindro, cuya base estA dentro del mismo, 

es el 1 ado del poligono inscrito de m lados, tiene altura 
2 2 2 

P or h “(1/n) +AB pues el Angulo A es recto* 

AB=1 -a=l-cos7r/m. 



Fig. 72 


Entonces 


el Area del triAngulo es 
l/2bh =sen7T/m Vl/n Z +< 1-cosTi/m) 2 . 




triAngulo 
ya que 
h dada 
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k I 


La suma de las Areas correspond!entes ala triangulaci6n serA 
entonces : A =2nm senrr/m Vl 


n, m 

3 

Si ponemos n=m 


=2nm senrr/m ■/l /n 2 +4sen 4 7i/2m 


A 3 = 2n 

m , m 


sen rr/m 
rr/m 


/ 


<5 4 2 4 

m + 77 m sen yr/2m 
m® 4 <n/2m> 4 


Como 


sen>: 


1 si x->0 se v£ de inmediato que 


1 i m A a = +oo 
m - m 

m —>oo 




Es decir, la suma de las Areas de los triAngulos inscritos en 
el cilindro de altura 1 puede hacerse tan grande como se quiera. 

En cambio, la integral Id |X u ^X v |dd dv para cualquier 
parametrizaci6n del cilindro tal que X(D) es el cilindro de altura 
1 vale 2 n. 

Una deduce!6n sencilla de la f6rmula para el Area de X(D)cS 
puede hall arse en Courant: "CAlculo Di-ferencial e i ntegral “ , Vol . 11 
pAg.268-273. 





























'st o J. o .?? -7 r t a 


PRACTICA 3. 


EJ- 1 . - Calcular la primera -forma -fundamental en las 
parametrizaciones de las siguientes superficies : 

a) elipsoide : X(u,v> = (a sen u cos v, b sen u sen v, c cos u) 
0<U<7T tf 0<V< ZTZ m 

b) paraboloide hiperb61ico s X(u,v) = (a u ch v, a u sh v, u ) , 

u 0 v e R- 

EJ.2 .- a) Verificar que 

X(u,v) = (u sen a cos v, u sen a sen v, u cos a) 
donde 0 < v < zn , 0< u < oo es una parametrizaci6n del cono de 
apertura a. 

b) Demostrar que la curva 

X <c e V c * n a cot 9 ft* v ) , c y /? constantes forma 
Angulo constante con las generatrices del cono . (loxodroma del 
cono). 

EJ.3 .- La parametrizaci 6n del piano z = 0 por coordenadas polares 
es : X(p,0)= (p cos B, p sen B , 0) donde p > 0 , 0 < B < 2tt- 

Determinar 1 os coeficientes de la primera forma fundamental. 
EJ.4.- 
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Si el piano se coordenati 2 a efectuandD un cambio en las 
coordenadas del ejercicio 3 puede demostrarse que el abierto del 
cono representado por la parametrizaci6n del ejercicio 2 es 
isomAtrico al sector del piano corr espondi ente al Angulo 277 sen a. 

Comparando 6 con v , encuentre el cambio de variables y 
demuestre la isometria sefialada. 

EJ - 5. — Sean a :I * IR 3 y a :I ► tR 3 dess curvas parametrizadas 

- 1 2 

por longitud de arco,con curvaturas k^(s) = * 0 V s e I. 

Probar que V(s 5 v ) excepto v = 0 1 os puntos X (s ,v ) , 

X <s -v ) en las respectivas superficies de tangentes tienen 
2 o ’ o 

entornos V y V tales que V es isometrico a V . 

1 7 2 1 2 

EJ.6 .- PruAbese que toda superficie de tangentes regular es 
1 dc almente isometrica al piano. 

EJ. 7 . — Sea 0 un di f eomor f i smo entre V^c y V^c que 

conserva las longitudes de arcos de curvas. Probar que 0 es 
isometria local. 

Indicaci an ; Demuestre que 0 conserva las nor mas de 1 os vectores 
tangentes suppniendo que la’ (0) | ^ (0) | donde pit) = 0»a(t) 

para alguna curva a por p = a (0) , y obteniendo una contradi cci 6n. 

3 

EJ. S . — a) Probar que la restricci6n de una isometria F de ER a una 
superficie S tal que F(S) = S es isometria de S. 

b) Considers la isometria de la franja abierta (0 ? 2 rc> x R del piano 
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it.tM Tim Ti* 'VrtMirf a 

n i ■ ■ L u o r if t; 


sobre el cilindro de radio 1 menos 1 generatriz. 


Pruebe que hay isometrlas 0:S^ > S ^ que 

3 3 

restr i cci ones de isometrlas F:IR -> IR 

EJV9. - Sea S la super-ficie de revoluci6n de la 
<x,z> - (f<v),g<v)> alrededor del eje z 

donde f <v) !> 0 , f ’ (v) + g 5 (v) ^ O - 

Siendo X<u,v) = <-f(v> cos u, -f (v) sen u , g(v) 

0 < u < zrr , v € 1 , demostrar que 1 os coef i c i entes de 

■forma -fundamental no dependen de u - 


no son 

curva 

) 

la primera 
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CAPITULO IV : LA APLICACION DE GAUSS. EL OPERADOR DE FORMA. 


4 - 1.~ Un pqcp de hi storia : 

El estudio de las superficies fue comenzado por 
Euler,Gauss,Darboux y Meusnier, quienes empezaron estudiando 
propiedades de las curvas contenidas en la superficie. 

Las mAs simples son las curvas pi anas que se obtienen 
cortando la superficie con los pianos que pasan por la recta 
normal a la misma. 



Euler descubri6 la propiedad siguiente : si las curvaturas de 

las curvas pi anas obtenidas cortando con el haz de pianos por N no 

son iguales ,existe una maxima y una minima k^ y una curva 

con vector tangente T que forma Angulo 6 con la direcci6n de 

mAxima curvatura tiene curvatura igual a k = k cos 2 6 +k sen 2 6. 

12 
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Probaremos este teorema m£s adelante, junto con el teorema de 
Meu5nier,que relaciona la curvatura de una curva a por p con la de 
la seccion normal con el piano determinado por a’ (0) y 
M(p) estableciendo que : 

k cos <p = k 

n 

el ^ es el Angulo entre el vector normal principal n y N y la 

curvatura de la secci6n normal , con signo igual al de cos <p. 

En esta f6rmula,como en la de Euler,las curvaturas son 
signadas,cambiando signo con un cambio de orientaci6n de S. 



Ficj. 


For otra parte,fue Darboux quien introdujo el 

,3 


triedro m6vi 1 


en relaci6n con curvas en [R y con curves sobre una superficie. 

La importancia de la teoria del triedro movi 1 fue que, 
ret cm ad a por Elie C-artan,di6 or i gen al t rat ami ento moderno de 
superficies y variedades en general (formas de conexi6n,ecuaciones 
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estructurales). 


Gauss introdujo la "curvatura 

de 

Gauss", a la 

que 

11 eg6 

comparando las 

4reas de 

trozos 

de 

superficies y 

1 as 

&reas 

correspond!entes 

descritas 

en 1 a es 

fera 

unitaria de 

ER 3 por el 


vector N <p>. 




El limits de la razon de estas areas habl a side estudiado per 
01inde Rodriguez. 

Gauss reconocio la importancia de este 11 mite y lo us6 como 

fa 

definici6n de curvature de l_a stipgrtici e i K<P> = lim _i 

A->0 A 

2 2 

La aplicaci6n diferenciable N(p):S -*S , S esfera 

unitaria, es por eso llamada aplicaci6 n de Gauss y K curvatura de 
Gauss. 

4.2'~ APLICACION DE GAUSS • Es la aplicaci6n di -f erenci abl e 
N:S->S 2 . 

N puede definirse en todo entorno parametrizado. Si S es 
orientahie puede e.xtenderse a toda la superficie. 

Por ser T <S) y T S 2 pianos par a 1 el os ya que la normal a 

p N<p> 


\ 
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m 

** t 



S 2 en N(p) es N(p) , estos pianos pued&n ser i dentif icados y 
d N :T (S) -> T <S 2 > 

p p N(p> 

puede ser consi derada como una trans-f ormaci 6n lineal de T^(S) en 

T (S) . 

P 



Para una curva a (t) con a(0)=p 5 N°a(t) = N(a(t>> = N(t) es 
un CdiTipo vectorial a lo largo de a y dN (ex’ <0> > = N’-<0) es la 
derivada del campo en la direccibn a’(0.t. 


El operador lineal dN (v> , v 


T <S) i.o su negative -dN (v) ) 
P " P 


se llama operador de forma (tambibn aplicacibn de Weingarten). 

En un entorno coordenado es N<0)=N u f (0) + N v*(0) ,N y N 

Li V Li V 

evaluadas en (u(0) 5 v(0)). 

0 sea: 

Ejemplo s: 


dN = N u’(0) + N vMO) . 

p u v 


2 2 2 2 

EsFERA UnITARIA : S ={<z,y,z> |x +y +z = ID . 

Una curva ct < t > sob re 3 2 verities para todo tel: 

x (t) 2 +y(t) 2 + z <t> 2 = 1 . 

Derivando >i x *+ y y’ + z z’ = 0 results que Toda 1 as 

2 

cu rvas por un punto p e S son ortogonales al vector (; ,y,z) , por 
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la tanto N<p> = <x,y,z) <ya que la esfera es unitaria) y 

N’ <0>. = ( m 5 < 0) , y’ <0) ,z ’ (0) ) - - 

De mode que para 1 a normal exterior a l_a esfera , 

dNp(a’(0))=a’<C» ,cualquiera sea la curva. 

Si se toma la normal hacia adentro sera dN (a* (0)) =-a 5 <0), 

P 

-f6rmulas que muestran que todc vector a’(0) T (S) es vector 

propio para el Cinico valor propio 1 (6 —1) segun la orientaci6n 
elegida. 



~ ~ 



Toda curva a<t> — <k<t),y<t},z<t>> sobre el cilindro veritica 
>; >t ' +y y • =1 de mode que la normal en todo pun to p <= S es el vector 
N(p) = (x,y,0)- (Norma1 exterior). En t on c es 

dNp<oi’<0)> = N’ <0> = <x’ 5 y 5 ,0) donde a’ (0) = ,y’ , z ’0 , 

Para la generatriz per p ,recta de vector tangents <0,0,1>= 



v 


































se veri-fica 


i 

u 

« 

h 

n( 

VC 




dN p <v) = (0,0,0) = 0 = O.v 
de fflodo que el valor 0 es valor propio para dN 

P 

Para un circulo,secci6n normal del cilindro 

a(t) = (>: (t) ,y(t) ,c> , a’(0) = (>: ’ (0) ,y’(0) ,0) =w 

es N ’ <0> = dN (a’(0>) = a’(O) o sea dN (w) = w 

H P 

con valor propio igual a 1. 

Los vectores v y w son vectores propios correspond! entes 
los valores propios 0 y 1. 



Fig. 7P 

En los ejemplos anteriores hay al menos dos vectores propios 

ortogonales y por tanto linealmente independientes,que pueden 

tomarse como base de T (3 ) 

P 

V'ereiDos que siempre es asi ya que : 

J eQREMA 1 ' la trans-formacion lineal dN 


<B) 


autoadjunta 


e - decir 5 para todo par 


T (S ’ 
P 


es 


v,w e T^_ (B) es 


<dN <v),w>=< v? dN < w)>. 

P p 

BeMQSTR ACION 5 Como X , X es una base de T (S) si 

IA V p 


128 




















V = X u +bj X v y w = a 2 X L« + b 2 *v entonce5 
<dN p <v),w> = <a A N u + b 1 N v »a 2 x Ll + b 2 X v > = 

*i *2 <N u’ V + a l b 2 <N u’ X v> + b l a 2 <N v’ X u> + 


b, b_ <N , X > 
1 2 v’ v 


de mode que si <dN p <X u > ,X v > - <1^, X^r ''^ V ’ X U <dN p (X v > » x u -' 

se cumple que <dN p (v) , w> = <v,dN p (w>> como puede verificarse 

desarrol1ando el segundo producto escalar. 


Siendo N ortogonal a X y X^ : 

<N X > = <N X > — 0 . Derivandc respecto u y v se tiene 

’ Li' v 

<N v ,X u >= - <N,X uy > , <N u ,X v > = -<N,X vu > .For la diferenciabi 1idad 
X = X - For tanto <N ,X > = <N ,X > de mode que dN es 

UV ' VU LI V v 

autoad junta. Toda transf ormacidn autoad junta es un operador 

si mt&tri co,diagonal izabl e ya que tiene val ores prupi o_ eal y 

vectores propios ortogonales en numero suficiente para ser base 
de T <S>. 


P 

A las direccior.es de estos val ores propios se las llama 
direci ones principales e^e^. 

Cur vat Liras orincioales son 1 os aut oval-ores del operador-dN p . 
Las indicamos k ,k^ . 


4.3.- Segunda forma fundamental • 

A toda trans-f or mac i6n sim^trica corresponds una forma 

cuadratica. A la correspondiente al operador dN p la indicamos 

II . v > = —<dN (v),v> 

P P 

y se llama segunda forma fundamental. 
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4.4-.- CURVAS EN SUPERFICIES - 


Si a es una curva por p, parametrizada por longitud de 
arco,tenemos 

II <ct’<0>> = -<N’(0) ,aMO)> 

P 

Como a’ (0) = t , vector tangents unitario y a lo largo de a 

es <N<s> ,c* 5 <s> > = 0 Vs, derivando y evaluando en s=0 : 

<N 5 <s),a’<s)> + < N < s) , a ’ ’ (s) > = 0 =» 

<*> II (a’ (0)) = <N,kon > = k < N,n*>, 

P ' ’ 

4-Y 



Si S el irngulo de N y n , 

Petinici6 n; k = k cos a se 
^ n 

Todas las curvas tangentes e 
de arco,tienen vector tangente 
f ormul a (*> express, entonces el 

TeOREMA DE MEUSNIER - Tod a 
p tienen igual cur^vatura normal. 

En efecto II (a’(0)) = k 
P n 


cos e = <N, n > . 

llama curvatura - normal de a en p. 
n p, parametrizadas por longitud 
unitario igual u opuesto. La 

as curves con igual tangente en 

solo depends de t =a’(0>, Como II 

P 
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es cuadr&tica, es igual bu valor si se cambia t por t, es 
decir,si se cambia la orientaci6n de a. 

La curva debe estar parametrizada por el arco pues si 

|a’(0) j * 1 entonces 

II p (a’(0)) = |aMO)j Z II p <t> = k n »|a’(0)| 2 

por el carActer cuadr&tico de II p . 

Como los valores de II p son tornados solamente para los 

vectores de la circunferencia unitaria sSque es compacts, la 

funci6n cuadriitica alcanza su miximo y su minima sobre Sc T p <S). 

El miximo k y el minima k son las curvaturas principales en p, 

1 2 

como veremos . 

Como los autovectores unitarios e^e,^ torman base ortonormal 


de T (S),si v e T (S) pueden elegirse e , e 
p P 1 z 


positivamente 


or i 


entados y si |v| - 1 y <e^,v> - 


= cob 6 , entonces 


v = cos Q e + sen 0 e 
1 2 

dN <v) = cos 6 dN (e ) + sen 6 dN (e ) 
p p i P z 

II (v) = —<dN (v),v> = - cos z 0 <dN (e ) ,e > - sen 0 <dN (e ) ,e > 

P P P 1 X K 

ya que <dN p (e^ ,e z >= -k^e^e^ 0 y < e 1 » dN p (e 2 >> = - < e 1 i k 2 e 2 >= 0 

ya que k y k son los valores propios de -dN con autovectores 
A 2 


e ,e . 
1 2 


Por lo tanto 
2 . 


II (v)=cos 2 e(-<dN (e ) ,e >) +sen 2 0 (-<dN <e ,e > ) -k cos 2 # +k sen 0 . 

P pil P z z 1 

Si k > k (siempre pueden elegirse e , e para que sea asi ) 

un simple cAlculo de mAiximos y minimos muestra el hecho, ya 

conocido,de que los extremos de la -forma cuadrAtica son k ^ , mAx i mo, 

para 0 = 0, o sea, en direccibn de e^ y k^ minimo en la direccibn 
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Un cambio do oriontacidn do s cambia oi B , gno do k n = „ < N , n> 

y por lo tanto 1 os signos de k v k one* . . 

y os oe y ^ que cambian sus roles de 

m&ximo y mini mo , 

Eismelo-n la K(era »V«V un calculo somej.nte al 
hooho para 1, o.fora unitaria S 2 muestra quo 1. normal oxtorior o= 

( * - y 2 . 

r V ’r ' en el P ur, to (x,y,z). 

Sea v un vector unitario, v-(x’,y’ f2 ’> con 

tangente a a(s>; como N(s) = f (s > y <s) its,. 

t r ’ r ’ r— J tenemos 

N’ (O'! = f _ >: ’ y’ (p> s’ (OK 

1 r * r ’ — J es dec i^ —dN p (v) = - £ (todo 

vector es autovector para el autovalor - I > 

r 


^y’ 2 +z’ 2 = i f 

(s) 


k n ~ -<dN <v),v> = 


1 

r en cual direcci6n v. El valor i 

r 


P, 


sea 1 os 


es la curvatura de 1 a= r-r-- = 

lcl -' secciones normal es por 

clrcul os ma>: i mos de la e=-Fer^ pi c i nr . . 

e “' t er ' cl ^igno negative, de k se debe a 

elecci6n de la orientaci6n. 

4 ' 5 " SW-E VATURA DF Gaiibb . En la baso o ,o la m,tr,= de - dN 
1 = „ - 4 . .• _ , ■ _ P 


ia «*atriz diagonal 


k 

1 

o 


0 

k 


cuyo det ermi nant e k = k i.- __ 

i 2 • llama curvatura de Gauss , 


La t raza dt esta matriz es k +k 


si 


H = 


k + k 

1 2 


H recibe el nombre de curvatura media,. 

Como sabomo. , K y H oon invar,antes do la trams,ormaciOn quo 
no cambian al variar el si sterna de referend a. 

K doc,do la forma local do B y H ostA rolacionad. con 
cuostionos do 4r«a lias .u P or,icies minima, como las obtonida. oon 


132 























peliculas de jab6n tienen H = O en t-odos sus puntas) 
p&q. IBB. 


Do Carma 


En un entorno coordenado X(u,v) una curva (u(t),v(t)) tiene 
como normal a S en cada punto a N(u(t),v(t)) , luego N’(t) = 

N (u(t) f v(t))u*(t)+N (u(t> f v(t>>v f <t> y N’(0)=N u’(0)+N v’(0) 

U V 1 r U V 

las derivadas parciales evaluadas en <u(0),v(0)). 

Como a’<C» = X u’(0) + X v’(0) 

u v 

resulta II (a*(0)) = - <N’<0),a’(0)> o sea 
P 

II (ct’(0>) = e u’(0> 2 + 2-f u’(0) v’(0) + g v’(0> 2 
P y 

si e = —< N , X ’> , -f = —<N - X > = -<N ,X >, g = -<N ,X >. 

u u u 7 v v 7 u 7 ^ v 7 v 

Estas tres funciones diferenciables son los coeficientes de 
la -forma en las coordenadas u,v. 

For lo visto en la pAg. 122 pueden tambi^n evaluarse e,f y g 

como e = <N, X > , f =<N,X > = <N,X > , g = <N,X >. 

Ya hemos demostrado que en el entorno de p e S la super-ficie 
puede representarse por una funci6n explicita. Con una conveniente 
elecci6n de los ejes, origen (0,0,0) en p,eje z en direcci6n de N, 
se tiene : 

z = f(x,y) , f (0,0,0) = -f (0,0,0) =0 ya que el piano 

x y 

tangente es el piano z = 0. Adem&s 0=-f(0,0). Entonces el 

desarrollo de Mac-Laurin de f en torno de (0,0) es : 

■f < x , y) = i <-f X 2 + 2-f xy + -f y 2 ) + R 
2 xx xy 7 yy 

donde las segundas derivadas est&n evaluadas en p y 







Fig. 82 


Calculando e,-f,g para la parametrizaci 6n correspond! ente 
X <>; ,y > = <x ,y, f <x ,y) ) para la que X^ = X = (0,1, t^) y 


N<x ,y) = 


X X <-+ , -f , 1) 

>; *' y = x y 


l*x - X yl 


/l + f 2 + t 2 

x y 
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de me do que ~ II (>? ,y) apr o>; i /na a ■f en un entorno del pun to p. 

Si adem^s tomamos como ejes >; e y las dir ecci ones princi pales , la 

•forma cuadritica toma su -forma normal 

II tx,y> = k x* + k 0 y 2 
P 1 ■*- 

ya que v = <x,y> = x + y e._ t y 


-dN <v) 
P 


x (-dN (e )) + y (—dN <e )) 

pi p 2 


x k e + y k e 
11 7 2 2 


Si ponemos z =c = l/'Z II^_ (x«y) + R donde c e^=- pequeno-la 

curve obtenida al\ cortar la super-ficie z = t(x,y) con el piano z=c 
difiere poco de la c6nica k >: 2 + k 2 y Z = 2c , que es una elipse 
si k y k_ eon de igual signo, una hip^rbola si k J y k 2 son de 
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~S. .■& .1 -'~3T~^'$:a'-trf r r V 


di-ferente signo y una paritbola 5i se ariula una de las curvaturas 
principales. 





Si k =k =0, dN es la transtormaci6n lineal mild . 

1 2 5 p 

Esto muestra que en las proximidades de p =<0,0,0) la forma 
aproximada de la super-ficie queda deter mi nada , cuando K = k ^ 

por el signo de la curvatura de Gauss- 



Fig. 0-1-a 




Ftg. 84—c 


Si K = 0 tenemos un case indeterminado. Podemos cl asi + 1 car 
Ids puntos de una super-ficie en : 

a) P unto s el i pticos s K = k, k_ > 0- La super-ficie, en un enter o 
de p , permanece de un mismo 1 ado del piano tangents,pues el si one 
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de f <x ,y) es el de >: 2 + y 2 . 

b) Punt os hiperb 6 1 icos : K = k j[ k 2 < 0. A1 ser k.^ y k^ de signos 

ca k 

lo tanto la superficie atraviesa a su piano tangente. 

c) Puntos par ab61 i cos : K = 0 pero Lina sola de las curvatures 
principales es nula. La super-ficie puede o no atravesar a su piano 
tangente, como muestra el cilindro z=m 2 y la superficie de 
revolucion de una ctirva con un pun to de i nt 1 e>: i 6n. 



d>Puntos pi an ares : son aquellos en cue k = k.^ = 0 y por lo 

1 -cL 


nul a. 


bon ejempl 05 de p untos umbiIic a 1 e s. que son Ids puntos en I os 


que k ^ = k._, 

y por 

1 0 

tanto ? 

poniendo 

^ = k = k._ para todo 

v e T (S) es 
P 

-dN (v) 
P 

= Xv 

. 0 50 

3, todo el 

piano esta -formado por 

autovectores 

del uni 

co autovalor 

x = y k ’ 

- Ya heifsos visto que la 


es-f era de radio r cual quiera estA -formada por puntos umbilicales. 
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(p&g.125). 

E iemplo 1.. - La super-fide z = x*+y 4 tiene un punto planar en 
(0,0,0) pues f x>{ (0,0> = * xy «>,0) = * yy < 0 » 0 > = °- 



Est& de un lado del piano tangente z = 0 en (0,0,0). 

E iemplo 2 La "si 11a de mono" z = x 3 - 3xy z atraviesa su 
piano tangente en (0,0,0) a lo largo de las rectas x — 0 , 
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Ejemplo 3.- La "si 11a de montar" de ecuacibn f(x,y) = x 2 - y 2 , 

2 2 

siendo x — y un polinomio sin t^rmino independiente, represents 
su propio desarrol1o de Taylor en torno de <0,0,0). 

Las intersecciones con los pianos y = 0, x = 0 son las 
parabolas z = x , z = y 2 cuyas curvaturas en el v^rtice , son 
iguales a 2 . 

Si orientamos la super+icie de modo que la normal en (0,0,0) 
sea el vector <0,0,1) las curvaturas normales de esas parabolas 
son 2 y —2, respectivamente. 


Fig. BP 


•Si cortamos la super+icie 
el eje x, o sea, de ecuaci6n y 
con la super-ficie veri-fican z 


con el piano que -forma agulo 
= m x, las secciones de ese 
= r cos 0 - r sen 0 = r cos 


0 con 


P1 ano 


26 . 




Siendo r 
y = m x , m = 
excepto para 


= /x 2 +- 
tg 0 , 0 
0 = 71/4 


V la distancia al origen en 

constante, las secciones son 
, 377/4 . La curvature de la 


el piano 
parabolas ? 
parabola 
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A* * anartHm* 'ti&Bxtmmmt 


i 


z = cos 20»r 2 en el origen, es igual a k g - 2|cos 20| que cumple 

las curvaturas principales 


V * 2. 
0 ' 


Por lo tanto k^ = 2 y k 2 - 2 son 

en (0,0,0) y en la curvatura de Gauss K = -4 en ese punto. 


N v’ , 

V 


4,6 - Aplicacion de Gauss en coordena da s locales. 

En un entorno coordenado, siendo dN^(a’) ~ N u u 

donde N u y , estando en T p (S), se expresan como 


d VV = = a - x “ + azi Xv 

dNp(X v ) = N v = a iz X u + a 22 X y 

y siendo N u y N v Ids trans-formados de X u y X v ,1a matriz de dN p 

r 


en base X , X^ es entonces 


'll 


12 


a 21 a 22 


, matriz de un operador 


sim£trico. (No es sim^trica sino cuando la base es ortonormal . ) 
Entonces 


—e 

= <N 

u 

i 

X > = 
u 

a ll 

E 

+ 

a 21 

F 

= 

—<N, X 

7 uu 

—f 

= <N 

u 


X > = 

V 

a ll 

F 

4- 

a 21 

G 

= 

—<N, X 

7 uv 

-f 

II 

A 

z 

< 


X > = 
u 

a 12 

E 

+ 

a 22 

F 

= 

—<N, X 

7 vu 

-9 

> 

z 

V 

11 

* 

X > = 

V 

a 12 

F 

+ 

a 22 

G 

= 

—<N, X 

7 vv 


Matricialmente 


" e 

f ] _ 

r a n 

a 21 ' 

f E 

n 

. * 

J 

[ a l2 

X-X- 

U 

G J 


(*> 


<*) (No confundirse con el signo : 


- (; ;)■[ 


-G 

*Hf 
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*PI £ 


Considerando la matriz inversa de la matriz f E 

— - (4 1 ) • —L_■ ' " 

^ J EG - F 


o) 


resulta f a 




de aqui 


= - e 6 

EG - F Z 

= e F ~ f E 
EG - F 2 

Las ecuaciones N = a y . _ 
n ii A .. ^ a. 


11 


21 


12 


22 


= g p - fB 
EG - F 2 
= fF ~ qE 

EG - F 2 


= a io X + a. 


u “11 u ^ “21 *v • " v ~ - 12 * u ~ 22 % 
os va! ores a., hall ados se denooinan ecuaciones de Weinoar^ 

Descnben compl etamente a la transf ormaci6n de Weingarten dN 

Con,o el determinante de dN p no depende de la base elegida, 


tenemos de (*) 

K = 

EG - F 

i-iemalo. Para el toro pAg.92 obtenemos 


eg - i 4 
-2 


e = 


<X u ’ ) 

U V 1 UU 


/ 


EG - F 5 


2 , 

r (a+r cos u) 

r(a+ r cos u) 


= —r 


f , <X U ■ X v . 

r(a+r cos u) 0 


9 = 


<X li ’ X v ’ X vv J 


r(a+r cos u) 


cos u (a+r cos u) 


1 uego 


K = 


cos u 

r(a+r cos u) 


141 
























K = O en los circulos superior e inferior, correspond!entes a 
u = n/z y u = an/ 2 . .Los puntos de estos circulos son par^bolicos. 
Si n/z < u < an /2 , siendo K < 0 los puntos son hiperb61icos y 
elipticos los de la franja exterior del toro. 



TEOREMA DE Gauss - Si S es una superficie orientada v X(u,v) 

una parametrizaci6n compatible con esa orientacibn, X , X v 
X . X u v 7 

M _ U V 

n ~ — -forman un triedro en cada p e X (LD . 

» X U X v l 


Las f6rmulas aue expresan la variaci6n de este 


triedro : 


X 

uu 


r 1 x + r 2 

11 U li 


X 

v 


e N 


X 

uv 



r 2 x + f n 

12 V 


X 

VL1 



r 2 x + +- n 

21 V 



r 


X v + g N 


(*) 


N 

u 


a 

ii 


X 

u 


a 

21 


X 

V 
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N = a X + a X 

V 12 U 22 V 


donde 1 05 coeficientes 


son sim^tricos en los indices 




k k k 

inferiores (T = r ) tienen la particul aridad .que los r. . . 

llamados sl mbolos de Christoffel ,pueden ser determinados en base a 

E 5 F,G y sus primeras derivadas . En efecto : 




r 1 

E 

+ 

r 2 

F 

= <X 

, X > = 1/2 E 

11 



11 


UU 

u u 

r 1 

F 

+ 

r 2 

G 

= <X 

, X > = F - 1/2 E 

11 



11 


UU 

> 

3 

> 

r 1 ’ 

E 

+ 

r 2 

F 

= 1/2 

E 

12 



12 



V 

r 1 

F 

+ 

r 2 

G 

= 1/2 

G 

12 



12 



u 

r 1 

E 

+ 

r 2 

G = 

= F - 

1/2 G 

22 



22 


V 

u 

r 1 

F 

+ 

r 2 

G 

= 1/2 

G 

22 



22 



V 


formulas que se ohtienen multiplicands 1 as 4 primeras ex presiones 
por X -X y evaluando E ,E ,F ,F »G ,6 . 

U 7 V r U V- U V U V 

Cada grupo de dos expresiones forma un si sterna de ecuaciones 

2 

en dos variables con coeficientes E,F y G y determinants EG -F ^0. 

k 

Las r. . pueden hall arse resolviendo estas ecuaciones. 

No lo haremos, pero si observamos que basta el conocimiento 

V: 

de las funciones di f erenci abl es E,F y G para determinar los T_ en 
el entorno coordenado. 

Por la diferenciabi1idad de X(u ? v> vale : 

X - X =0. 

UUV UVU 

Expresando X y X por las fbrmulas <■*) y derivando : 

LIU * UV 
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N + e N 


v 



u 


Reemplazando por las expresiones de X X , X , N y 

uu uv 7 vv u r 

se obtienen ecuaciones en las que deben coincidir 1 os 


coeficientes de X^,X^ y N ya que estos vectores son 

independientes. Igualando los coef i ci entes de X obtenemos. 

v ’ 


despu^s de reenplazar los valores de los a dados por las 

ij 

fbrmulas de Weingarten : 


Es ta f6 rmul a permite expresar K en Unninos de E,F,G y sus 
derivadas primeras y segundas. Este resultado, que muestra que K y 
por tanto la forma 1oca1 de la superficie est&n determinadas por 
los coeficientes m£tricos, es tan profunda que Gauss lo 11am6 
TEOREMA EGREG10 - Puede enunciarse diciendo que : 

TeoREMA PE Gauss • la curvatura de Gauss es invariante por 
isometrias Locales. 

0 sea s dos superficies relacionadas por una isometria local 
tienen, en los puntos correspond!entes por la isometria, la misma 
curvatura de Gauss. El resultado reciproco no es cierto. Damos un 
ejemplo al final del capitulo. 

Igualando a cero los coeficientes de N se obtiene la ecuaci6n 


e r 


,i 


+ f <r 


.2 


r 1 > - Q r 

ii * 


.2 


e 


v 


u 


12 


12 


11 
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Haciendo lo mismo con X '= X : 

vvu vuv 

■f - g = e r 1 + -f <r 2 - r 1 ) - g r 2 

■formulas llamadas ecuaciones de Codazz i -Mai nardi . 

La -f6rmula de Gau55 y las ecuaciones de Coddazzi—Mainardi se 
llaman ecuaciones de compatibi1idad , ya que ellas son relaciones 
entre E,F ,G,e,-f ,g y sue. derivadas que permiten demostrar el 
teorema de e^istenci a y_ unicidad para superficies ; 

TEOREMA " Si E,F,G,e,-f y g son -f unci ones di ferenci abl es en un 
abierto U «c CR Z , tales que E > O , G > 0 , EG - F > 0 , y el las 
sat i sf acen las ecuaciones de compatibi1idad, entonces para cada 

3 

p <=X(U> existen un entorno V c U y un difeomorfismo X:V-*X<V)c \R 

tal que X (V) es una superticie regular con E,F,G y e,f ,g como 
cop- 1 ; ci entes de las primera y segunda -formas -fundamental es. Si V es 

con ex o, otra superficie X ' V > dads por X : V -y X V ) c OR ^=e obtiene de 

X (V) por un movimiento ri-gido. 

No haremos la demostraci6n, solo indicaremos que 

x = r 1 x + r 2 x + e n 

uu 11 u ii v 


uv 


r 1 x + r 2 x + f n 

12 U 12 V 


vv 


r x + r x + g n 

22 U 22 V 


N = a X fi 
u 11 u 


a X 
21 v 


N = a X + a X 
v 12 u 22 v 
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un si sterna de 


<los a dados por las -f6rmulas de la p^.g-143) es 
ij 

ecLiaciones en derivadas parciales que,si se cumplen las ecuaciones 
de compatibilidad, admite soluci6n Onica, dadas las 

condiciones iniciales, que son los valores iniciales de u,v y las 
componentes del triedro 

Geoiro&tricamente : un movimiento rigido, o sea una 

transformaci6n ortogonal de determinante positivo seguida de 
traslaci6n, cambia la posici6n del punto p y del triedro inicial, 
sin afectar la -forma de S. 

El teorema se debe a Bonnet y puede encontrarse en J.Stoker : 
"Differential Geometry". 

4.7 - Line as asintoticas v line as de curva tura . 

Una curva sobre un entorno X(U) c S se dice asint6tica si en 
cada p g X<U) su tangente a’ es una direcci6n asint6tica,es decir, 
una direcci6n a la que corresponde curvatura normal nula. Si 

Kb 1 : 

II <a’> = -<dN = k = 0. 

P P R 

Como k =k cos v para que una curva sea curva asint6tica debe 
n 

ser k = 0 6 su piano osculador debe coincidir con T p (S) en cada 

punto en el que la curvatura de a no sea nula. 

Las rectas de una superficie son lineas asint6ticas. 

deben satisfacer a la 

- v ’ - 

ecuaci6n diferencial 

— o 

0 


Si a’<t) = X u’+ X y v’, u’ y v* 


II <a’> — e u’ 2 + 2fu’ v’ + gv v 
P 


2 

En el entorno de un punto hiperb61ico p, siendo eg-f < 0 , la 


ecuaci6n puede factorearse como 





















(Au’+Bv 5 )<Au’+Dv’> 


O 


con A 2 = e 5 A(B+D) = 2f , BB = g 
Obtendremos dos -familias de 
de p, sol uci ones de Au , -*-Bv’= O 5 


si e > 0, o cambiando los signos. 
curvas integr ales en un enterno 
Au , +Dv 7 = O. 


Que 1 as curvas de tm enter no c oor den ado sean II neas 

asint d ticas , es condi ci6 n necesari a y_ su-f i ci ente que sea e = g. ft) 

en todo el entorno . Ya que entonces f ^ 0 y la ecuaci6n 2+u’v’= 0 

admite las soluciones u = u . v = v - 

o ' o 

Ejernpl o . El paraboloids hiperb61 icq z = 
parametri z aci6n X(u,y) = <u f v,u 2 —v 2 > tiers e 

—o 

f = 0 , g = --— P or Id que 

<l+4u +4v ) 

II <a’ ) = --- <(u’) Z - (v’) 2 > = 0 

P (1 +4u Z +4v 2 t' Z 

ecuaci6n que puede ser -fact oread a en u ’ + v’ = 0 

L* 5 — V ’ = 0 

cuyas curvas i ntegr ales son li + v = cte 

u — v = cte 

Las curvas im&genes X {y) donde y represents una de las rectas 
u+v = 6 u-v = c^ del piano (u 5 v) son las iineas as-int6tic as 
del paraboloide, 

Ellas forman dos- -familias de rectas- El paraboloide 
hi perb61ico es una sup- reglada que se genera por el movimiento de 
las- rectas de una de las -familias. 
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Fig. Pi 


Ejercicio : demostrar que las lineas asint6ticas del 
paraboloide hiperb61ico son rectas. 

Lineas DE CURVATURA * Una curva cuya tangente,en cada punto, 
est£ en una de las direcciones principales es una 11 nea de 
curvatura , 

Para cada t-e I, se verifica 


dN (ex’ <t) ) = N’(t) = \<t) a’<t; 


P 


(ecuaci6n de 0.Rodrigues) donde X es una runci6n diferenciable. 


Siendo N’(t) = N u’+ N 
u 

p&g.133. 


v 


v’ aplicando las f6rmulas de la 


<a X + a X >u* + (a 



\<X 


u’ + X v’> 


ii U 21 V 


U 


V 


igualando coeficientes obtenemos 


EG 
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eF - -fE 
EB - F 2 


u 


(fF ~ gE> 
EG - F 2 


v’ = Xv' . 


Eliminando X s 

<eF - fE> (u 1 > ! 
que puede escribirse 


(eG — gE) u’v’ + (-fG — gF) (v’> — O 


<v’> 2 - u’v’ <u’> 2 


e 

E 


f 

F 


g 

G 


= o 


Como las lineas de curvatura son ortogonales, para que un 
entorno est£ parametrizado por lineas de curvatura debe ser F = 0. 
Observando la ecuaci6n diferencial de las lineas de curvatura 

vemos que si F = 0 se transforma en 

•fE(u’) 2 + (gE - eG)u’v’ - -fG(v’) 2 = 0 
de mode que u* - 0 , v* - 0 serin lineas de curvatura si f = 0. 
Resumiendo : para gue las curves coordenada s de una 

narametrizaci6 n sean li neas de curvatura debe ser 1 = E = £ 
<Condici6n necesaria y suficiente). 

Eiemplo : para una superficie de revoluci6n con curva 

(^>{v) , y/(v>> param. por longitud de arco (*>'*+ V' ,Z = 1> y a vimos 

que F = 0. 


Calculando : 

e = ~<pw' , • * = 0 , g = ^V” " ¥»’ V • 

Siendo F=f=0 Ids oaralelos v = cte y los meridianos u = cte 

de una sup, de revoluci6 n son li neas de curvatur a. 

Eiemplo ; la pseudoesf era es la super-ficie engendrada por la 

rotaci6n de la tractriz a(v) =(sen v,cos v Wn tg v/2) v e (0,n) 

El c&lculo muestra que la curvatura de la tractriz es 

k ( V )= sen - — si 0 < v < n/ 2 . 

* cos v 
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en 


Las curvas u = u son tractrices (meridianos). 

o 

Los paralelos v = v son circulos de radio igual a sen v 
• o o 

el Dlano z = cos v + In tg v /2 , ya que la parametrizaci6n 
o o o 

la seudoesfera es 

X(u,v) = (sen v cos u,sen v sen u,cos v +£h tg v/2 ) 

La curvatura del circulo (sen v q cos u,sen sen u 5 z q 

1 . 0 sea k (v) = --- , tambi^n depende solo de v. 

- z sen v 


) 


sen v 

o 


de 


es 


podemos hallar las curvaturas normales de ambas lineas de 
curvaturas observando que la normal principal de la tractriz 
(meridiano u = u ) es s 



n(u v) = (cos v cos u .cos v sen u ,-sen v) y la normal a la 
o o o 

seudoesfera es 


N(u,v)= — (-sen v cos u+cos u,-sen v sen u+sen u,-sen v cos v) 

’ z 

COS V 


1 

con lo one <n,N> = - y la curvatura normal del meridiano ess 

M ’ cos v 


k 1 = 

n 


sen v 


independiente de u- 


2 

COS V 





















Para el paralelo , k g = 5en ~ 


y <n,N> = —cos v pues 


. 2 cos 2 v 

n = (-cos u,-sen u,0) . Su curvatura normal es k^ - - ^ gn ~ y - 


Como k * 1 y k 2 son curvaturas principales la curvatura de Gauss 
n n 

en cada punto de la seudoesfera es 


K = k 


k = -1 

n 


excepto en 1 os puntos singulares (v-rr/?)- 

La seudoes-fera es una superf i c i e c err ada de £ n* - kills* 
constante neoativa en 1 os puntos regulares pero, al tener puntos 

3 

singulares ella no es una superficie regular de K 

Hilbert demostr6 que en IR 3 no hay superficies c&rrAda s de 
curvatura neqativa const ante . 



4-.8.~ DOS SUPERFICIES NO ISOMETR1CAS CON 1GUALES CURVATy gAS 

de Gauss en puntos correspondientes. 

La propiedad reciproca del teorema egregio de Gauss no es 

cierta- Hay correspondent! as tpt S -» que son di f eomorf i smos 

tales que K (u,v) = (u ? v> para todos 1 os puntos de y pero 

(p no es isometria local. 

Sea S la super+icie de revolucion de la curva logaritmica 

i 

(v, in v) y el abierto de *S^ parametrizado por 

X<u,v) = <v cos u 5 v sen u, £n v) 

si en do 0 < u < ?.n = v e (0 5 +co) . Entonces 

X = \—v sen u, v cos u * 0) 

u 

X = (cos u, sen u, 1/v) 

(cos u ? sen u , — v) 

i/~l + v 2 ' 




N (u, v) 































E = v , F = O , G = 1 + 1/v 


X =(-v cos u,-v sen u«0) 

uu ’ ’ 

X = (-sen u, cos u-O) 
uv 5 ’ 

X = <0,0, - l/v 2 ) 
vv ’ ’ 


e = < N, X > = - 
7 uu 


AT 


* = <n , x > = <; 

uv 

g = <N - X > = 

7 vv 


/1 + 


por lo que K (u f v) = - l/(l+v ) 

Consideremos el helicoide generado por 

semi recta en sentido neoativo y sea V el 

2 

parametrizacion 

Y(u,v)=(v cos u 5 —v sen u,u) , 0 < u 
Un citl cul d analogs* al anterior da 
E = 1 + v 2 F = 0 

e = 0 


t = _ 


AT 


por lo que K <u,v) = 
2 


(1 + V > 



el giro de 
ablerto de 


< 277 , 0 < V < CD 

G = 1 
g = 0 


una 

la 
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La correspondenci a <p(Xi u,v)) = Y<u,v) aplica sobre y es 

un difeomorfismo porqu<§ ?) pero no es isometria, ya que ho 

conserva las longitudes de curvas correspond!entes. 

En e-fecto, la u-curva v ~ V D en 5U P er ^ic:ie de revolucibn 

es el circulo de radio , de longitud zn v q mientras que,sobre 

el helicoide, la u-curva v = v es la h£lice izquierda 
’ o 

a<u) = <v cos u, -v sen u, u> 
o o 

cuya longitud en el abierto es 
zn 

J if~\ + v 2 ' du = zn if~l + v 2 
o o o 

Como zn J~~\ +v 2 > 277 v para todo v , tp no conserva las 

o o o 

longitudes de curvas correspond!entes y no puede ser isometria 
entre V y V 

i 2 
























4.9.- Un TEQREMA GLOBAL : Si S es Lina super-ficie orient able 


conexa 


por arcos, -formada por puntos Limbi 1 i cal es , S es parte de un piano 
o una es-fera. 

DEMOSTRACION - Como todo punto de S es umbilical, se cumple 
N’ (0) = X(p) a’ CO) para toda curva por p con a<0) = p. 

En particular , para las u-curvas y v-curvas tenemos 
N = X < p) X , N = X (p) X 

Ll Ll 7 V V 

Derivando N = X X + X X , N = X X + X X 

U V Ll V V Ll VLl VLl Ll V 

X — X C u,v) = X(p). Como X = X y N = N 

»•* VLl Ll V VU 

tenemos X X - X X =0, qu,e por la independencia de X y X 
v u u v 7 ^ r n u ' v 

implica X = X =0. 

Ll V 

Como todo punto p <= S, S super-ficie regLilar tiene Lin entorno 
CDordenadu V con ex o, X =X = 0 =s> X constants en V. 

Ll V 

Si X = 0 , dN es 1 a trans-f. nula v N = N =0 da N = N 
p ' Ll v o 

constante en V conexc- 


Entonces f (u,v) =< X, N )> cumple 0 = t = <X , N > =<X ,N >= -f . 

o u n o v o v 

Otra vez es t = < X ( li , v 3 ? N q > - cte en V y la super-ficie es un piano 
n x+n y+n z = cte. 

1 Z 3 

Si X ^ 0 poniendo Y(u,v) = X(u,v) —• 1/X N(u,v) ,derivando y 


Lisando N 


u 


XX , N = X X 

Ll 7 V V 


tenemos 


Y = X -1/X N = X -1/X N = Y = 0 


Ll 


Ll 


1 

= FT ' 


>0 


pLiee X—cte en V, De modo que Y = Y^ constants y |X(u,v)-Y | = 

La super tide es entonces parte de la esfera de radio 1/JXj y 
centro Y 


Si en d o S cunexa pur arcos, un punto p <= b puede Lin i r se con 
cualquier c»tro punto q e S por una curva continua a con a(0) = p, 
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a (1 > 


q- 


Cada punto a(t) pertenece a un entorno coordenado en el que S 
es parte de una esfera - LI a/r^mosl e ,entonces a (CO, 11) c U , 
t e (0,1). 

Como a(E0,13) es compacto, un nuiriero finite de 1 os entornos 

cufare a a (EG, ID). Llam^mosle U , U ,....U con 

12 7 k 

U ^ 05 ---,U.n Li it 0 entonces en Un U la superficie 

1 2 i t+l i i+i r 

es parte de una esfera de radio R =R . Como vale para 

l i+l ^ 

i=l,...,k-l la superficie S es parte de una unica esfera. 

































APENDICE TEMA 4. PUNTOS UMBILICALES. COORDINATIZACION DE UN 

ENTORNO POR LINEAS DE CURVATURA 


En un punto umbilical <k^ = k 2 > los autovalores del operador 
de forma son iguales. Si ponemos X=k 4 =k z , entonces todo v e T p (S> 


es autovector ,ya que si v = v^e^ + * e 4 » e 2 autovectores 

ortonormal es, entonces -dN^<v) = v^X e^+ v^X — X v. 

Entonces II (v) = <-dN (v), v > = <Xv,v> = X<v,v> = X I <v). 

P P H 

Como X no depende de v,en el punto p las formas I p y Up son 
proporcionales. 

Siendo II (v) = X I (v) para todo v e T (S) y los coeficientes 
P P P 

deben ser proporcionales en el punto p. 0 sea : 

e _ f_ _g_ _ x 

E F G 

Reelprocamente, si V v e T (S> vale IIp(v) = X Ip(v) se cumple 
II (e > = <k e ,e > = k <e ,e > = X <e ,e > 

pi 11 1 111 ii 

II (e ) = <k e ,e > = k <e ,e > = X <e ,e > 

P 2 22 2 222 22 

Siendo <e ,e > = <e ,e > = 1 se tiene X = k =k y el punto p 
1* 1 2 2 12 

es umbi1ical. 

En la parte del tema 4 vimos que la ecuaci6n di-ferencial de 
las llneas de curvatura es 

(Fg~f G) <li ’) 2 + <Eg-eG) u’v’ + (Et-eF) (v’) 2 = 0 
Si E F 


_ _ H = — esta ecuaci6n tiene CDeficientes nulos. No es 
e f g 

posible coordinatizar el entorno de un punto umbilical por llneas 
de curvatura. 

Si p no es umbilical, tiene un entorno formado por puntos no 
umbilicales, puesto que la funci6n — k^ es continua y conserva 
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5 u signo en un entorno de p. 

Entonces, en cada punto del entorno existen dos direcciones 
principales ortogonales. 

Esto d& dos sistemas de campos vectoriales cuyas curvas 
integrales son las lineas de curvatura. 



Fig. 



Si p es umbilical, hay in-finitas lineas de curvatura que 
pasan por p : 



Fig. P7 


La teoria detail ada de campos vector: a*, es y sus curvas 
integrales puede verse en Hurewics i Lectures on Ordinary 
Di-f-f erenti al Equations- MIT Press- 1958-Cap. 2, 
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- I - I— 


En un el ipsoide hey cuatro puntos umbilicales. Eh la flgura 

qUS Si9Ue Se han dibuJad ° dos de esos puntos y las i lne , 5 de 
curvature de loe dos sistemas ortogonales, que son parecidas a 
elipses lias obtenidas cortando con lo, tree pianos de simetrla.) 



Eetas Uneas de curvature dal elipsoide pueden obtenerse por 
un procedi miento semejante a la construction de la elipse m.diante 
un hil L , con extremes -fijos en 2 os tocos, tomando dos puntos 
umbilicales como extremes del hilo. 

En el process, estando el hilo completamente estirado sobre 
la super-ficie. Ids arcos L^P y UP (ver -figura ) 
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son arcos de otra clase de curvas muy importantes, 
geod&sicas, que estudiaremos en el tema pr6ximo. 


las 
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PRACTICA Ar. 


EJ. 1 . - Sea S una superficie que es tangente a un piano a lo largo 
de una curva a c S. Prebar que los puntos de esta curva son 
parabblicos o planares. Dar ejemplo. 

EJ. 2 , - Sea C c: S una curva regui ar de una super-f i ci e con 

curvatura de Gauss K>0 en todo sus puntos. Mostrar que la 
curvatura k de C en p satisface k > min i | k | , J | > 

donde k^ y k^ son las cur vat lit as principal es de S en p. 

EJ.3 .- Sup6ngase que una superficie S tiene la propiedad que en 
todos sus puntos las curvatures principales ver i -f i can 

kj < i , |kj < i 
Es cierto qu.e la curvatura k de una curve cualquiera de S 
satisface |kj < 1 ?. 

EJ.4 .- Demostrar que la suma de las curvaturas normales 
correspond!entes a todo par de direcciones ortogonales en p <= S 
es constants. 

EJ. 5 . - Describir la region de la esf era Linitaria cubierta por la 

imagen por la aplicacion de Gauss de las superficies siguientes ; 

2 2 

a) paraboloide de revc«luci6n z = x +y 

2 2 2 

b) hiperboloide de revel uci on x +y -z =1 

2 2 2 

c) catenoide x +y = ch z. 

EJ. 6. — Sea C una linea de curvatura de S que no sea tangente en 
ningun pun to a Lina di r ecci on asint6tica. 

Probar que si el piano osculador en cada punto p e C- forma 
Angulo constants con el piano tangente a S en p, entonces C es una 
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curva 


curva plana. 

EJ.7 .- Sup6ngase que S 4 y S 2 se cortan a lo largo de una 
regLtl ar C. 

Sea @<p) el Angulo de 9^ y S^ en p. 

Probar que si C es linea de curvatura de S ± entonces 6 <. p) es 

constante si y solo si C es linea de curvatura de S 2 
<Teorema de Joachimstahl) 

EJ.8 -— a) Probar que si S es una superficie minima (H=U> la 


aplicaci6n de Gauss 


N : 9 


-> S' 


tiene la propiedad 


<dN <w ) , dN (w >> = -K(p> <w ,w > 

p i p 2 1 £ 

para todo p e 3 y , w 2 e ^^(S). 

b) Si 9 no tiene puntos planares, demostrar que la propiedad 
anterior implica que el Angulo de dos curves sobre 9 y ei angu-o 
de sue imageries esfEricas son iguales, es decir que en este caso 
la aplicaci6n de Gauss es con-forme. 

EJ.9 .- Determiner las curvas asint6ticas y 1 as lineas de curvatura 
del helicoide X(u,v) = <v cos u, v sen u, ul 

(u,v) e R 2 y mostrar que la curvatura media H es igual a cero. 

EJ10 .- Calcular 1 os simbolos de Christoffel y la curvatura de 
Gauss para la super-ficie de revolucidn : 

X (u , v > = (p<v) cos u, p<v) sen u,p(v) ) 

de una curva regular (p(v),p(v)). 

EJ . 11. - Si (p(v)c os itjp! v) sen u , y/-<v> > es una superficie de 

reveluci6n con curva generadora parametrizada pc>r longitud de 
arco,o sea f> ,2 -*-y ,Z =1 demostrar que si 9 tiene curvatura de 


Gauss constante ; 
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o 



a) p es soluci6n de la ecuaci6n diferencial <p = 

obtiene por integraci6n y/ = j/r^dv. 
b> Las superficies de revolucibn .de curvature K=1 
ortogonalmente al piano <x,y) tienen ecuacibn 

V 


y yj 50 


que cortan 


= / /A 


z z 

C sen v dv 


f><v) = C cos v 
£ qu£ forma tienen segun que C = 1, C > 1 6 C < 1 ?. 

c)^ porque no son globalmente isom^tricas a la esfera de radio 1 ? 



Fig. 101 


An£logamente, adem&s de la seudoesfera, las superficies con 
K= —1, ademds de la seudoesfera, tienen f or mas corno las que 
indican las fiquras : 



Fig. 102 





























EJ,12 .— Demostrar 


a) Un punto ellptico o hiperb61ico no puede ser punto aislado. 
b> Si a es un a curva que une un punto p ellptico con un punto 
hiperb61ico q,a contiene por Id menos un punto parab61ico o planar. 

EJ.13 .— a)Sea a:I- > S una curva regular, parametrizada por 

longitud de arco. Asociemos con cada punto p=a(t) el triedro 
(t,h,N) donde N es el vector normal a S, t=a* (s) y h=N x% t. 

Demostrar que las -f6rmulas de variaci6n de este triedro a lo 
largo de a son : 


dt 

ds 


k h + k N 
g n 


db 

ds 


k t - t N 
9 9 


dN 

ds 


k t + r h 
n g 


donde k es 1 a curvatura normal de a. Las funci ones k y r se 
n 9 9 

11 aman curvatura geod^sica y torsi6n geod^sica, respectivamente, 

de la curva a y el triedro (t,h,N) es el triedro de Darboux , 

b; Demostrar que a es llnea de curvatura si y solo si r =0, V tel. 

9 

c) Demostrar que k 2 + k 2 = k 2 si k es la curvatura de ou 

9 n 
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CAPITULO 5. SUPERFICIES REGLADAS . 




Las regladas son superficies descritas por una recta que se 
mueve con conti nui dad, -formando asi una familia monoparam<§tr 1 ca de 
rectas. 

Tambi6n pueden de-finirse como la -familia descrita por una 
recta que se mueve apoy^ndose en Lina curva directriz. 

Si ct es una curva regular y w el campo de vectores de 

direccion de las rectas generatrices, la ecuaci6n de la reglada es 

X(u,v) = a(u) + v w(u) donde u e I; v e R y |w(u) J= 1- 

Tambi£n podemos considerar regladas formadas por segmentos de 
rectas (cada punto de la superficie pertenece a un segmento 

abierto contenido en la superficie). 

Los vectores directores w(u), aplicados en un punto V, 
describen una curva en la es+era unitaria cMu) = w<li). Suponemos 
que w cli r c "’nci able* 

Casos particulares . 

a) w(u> = c constants. La superficie es un cilindro de 
qeneratrices en la direccion w=c. 
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b) a(u) = c constante. La super-ficie es un cono de v^rtice c. 



Fig. 104 


c) Super-ficie de tangent es de una curva regular a. Ya hemos visto 
este case en el tema 2. Si a esta parametrizado por longitud de 
arco, en este case w<u) = c*’(u). 

d) Hiperbclcide de una hoja . Una recta contenida en un piano 

paraleio al eje z, que -forma un ingulo de 45°con el piano x ,y y 

2 2 

se apoya sob re la circunferencia x +y = 1 del mismo, genera una 
reqiada de ecuaci6n X(s,t) = a(s) + t(a’(s)+ e ) donde s es la 

3 

longitud de arco del circulo, e 3 =: Y t e R- 

□ sea X(s ? t) = (cos s — t sen s, sen s + t cos s, t) 






Fig. 105 
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Siendo x 2 +y 2 —z 2 = 1+t 2 —t 2 
al hiperboloide de revoluci6n 
En este ejemplo Jw<s)j = 
complicar las ecuaciones. 


= 1 la parametrizaci6n corresponds 
de una hoja. 

V 2 \ no hemos normalizado para no 


Al ser X = a 5 <u) + v w’ (u) 
u 

X = w(li) 
v 

un vector normal a la reglada esti dado por 
. a 5 (u) w (li) + v (w’ <li) (Li> ) - 

Con objeta de si mpli-f i car las *f 6rnu.il as* buscaremos una curva 
especial ft de S, tal que <ft* (u),w’<u)> = 0 . 

Demostraremos que existe siempre una tal curva ? 11amada 1i nea 
de estriccio n de S* Pongamos 

ft \u > = a (u) + v ( li > w (u) 

donde v(u> es Lina *funci6n a determiner por la condi cion 
<ft ’ <U> 5 W* <U) > = 0 

*'ft* ( L{ « U ) > =' < a ’ < Ll ) , w ’ ( Ll >4-v ’ ( LI ) < W ( U. ) ? W 5 ( LI ) >4*V ( Li ) < W 1 < U > ,w’ ( U ) >=0 

Como <w,w’> = 0 porqLie w es uni tario nos queda 

0 = <a , ,w , >4v<w’,w’> 1 ueqo v<u) = - 4^,— 

< w , w > 

En el ejercicio 1 mostraremos que la 1inea de estncci6n es 

unica ? es decir, no depends de la directriz a, 

Siendo < ft' 5 w’> = 0 , <w 5 w’> =0 el vector w' es ta en la 

direcci6n de ft* ^ w de modo que si ponemos w = X w * T con ft co mo 

directriz tenemos X . X = X w 5 + v <w’ w> . 

u “ v 

Como w(u) es una curva sob re S 2 5 toman do come oarametro u la 
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longitud de arco de esta curva, ser£ tambi^n Jw J 1 y P odemos 
aplicar el teorema de Pit&goras,pues w’ y " eon ortonormales, 

Iv X | 2== ^ + v2 

entonces : | * u A v 1 

<X se llama par&metro de distr 1 buci6n) 

En particular,105 ountgs sinqulares se encuentr an sobre la 
linea de estriccid n <v=Q>_ en los punto s en los gue X^O . 

Calculemos la curvature de Gauss de una reglada s 


x = /?’ Mu) + V w 
uu 

v = w’ 


* T 


uv 

x = o 

vv 


de mode que , siendo g=0 , la curvature de Gauss es K EG-F 2 


2 2 2 < X UV ’ X U A X V 

Siendo EG - F = |* u A x v | - ^ +v i * 


I * u - X TT 


_. X <w*,w’ >_ 

/kV ' 


resulta 


y / \ 2 +v 2 


K = - 


(X 2 +v 2 > 2 


La curvatura de Gauss de una reglada es negative o nula. 

RttPFRFICIES DESARROLL ABLES - Una reglada se dice 

desarrollable si su curvatura de Gauss es nula. 

La condici6n para que S sea desarrol1able es X - w w ) 

donde </3’w w’> es el producto mix to de los tres vectores. 

ci lui’ I * 1 X = W W pero la f6rmula para K no varia. 

Si |w | ^ 1 , X j w , j2 
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Adem&s 


(ct’ww 1 ) de modo que los c^IcuIds 


se 


simpli-fican aun usando la directri 2 cx dada. 

Para el cono, el cilindro o la euper-ficie de tangentes de una 
curva a (c.’=w> el parimetro X = 0 y por tanto K = 0. Son los. tres 
•fci dos pr i nci pal es de super £ i ci es desarrol 1 abl es._ 

En el ap^ndice 2 demostramos que ur. entorno sin puntos 
umbilicales puede parafr.etrizarse por lineas de curvatura. 

Usando esta propiedad vamos a demostrar el 
TEOREMA : Una super-? icie regular sin puntos planares e - 

desarrol1able si y solo si k = U - 

DemOSTRACION ■ Si S es desarrol 1 abl e, por de-finicion es k - 
Si K = 0 basta probar que S es reglada. 

Supongamos que K = 0 y que X sea la parametf izaci6n por 
lineas de curvatura. 

Tomamos k = 0 como la maxima curvatura normal, de modo que 

i 

k < 0 - 

2 

Sea X<s,0> la u—curve, corr espondi ente a k = 0 , parametri zada 
por longitud de arco. 0 sea X c es unitario. Escribamos X(s,t), 
entonces N = dN (X ) = - k X =0 en todo el entorno coordenado. 

S p S 15 

En cambio N fc = - k z ^.Como <X_,X t >=0 se tiene <X sg ,N>* - < X S * N S >=0 

por lo que X e T (S).Como < x 5S » x t >ss “ IT” <N t ,X ss = TT” <lX s ,N st''"“° 
- « 2 2 

ya que siendo N^=0 en el entorno, tambi£n = 0 . 


es un vector de T (S> qutf cumple 
55 P 


Esto demuestra que 

<■ y x *> = <X X > = 0 y por lo tanto X _ = 0 y la s—curva X \ 5,u) 
‘ss’ s* ’ 55 t - - 


es un segmento de reuta. 


Por 1 o tanto S es u? • a r eol ad a cor i k 


0 


o 


sea 


Lina 

























desarrol1 able . 

Pogorelov demostr6 que una super-ficie cerrada con curvatura 
de Gauss K=0 es desarrol1 able, aun si contiene puntos planares y 
que el la es un cilindro general i’zado. 

Si S no es cerrada, el teorema de Minding prueba que toda 
desarrol1able es localmente isom^trica al piano. 

Be demuestra usando coordenadas geodesicas polares. (Do Carroo 
Cap. 4 $ 6-) 


"Pegando" di-ferenciablemente pueden obtenerse superficies de 


curvatura nula de -formas variadas, por ejemplo : 




















PRACTICA 5 . 



E J. 1 . - Frobar que la linea ds B 5 tricci 6 n es unica, o sea, no 
depends de la directriz. 

Indlcaci 6 n: Suponga que a y a son directrices y demuestre que /?=/?. 


EJ ,2 .- Encuentre 1 os puntos singulares, si 1 os hay, de las 
superficies de Ids ejemplos b,c y d. 


EJ,5 .- Encontrar la linea de estricci 6 n del helicoide y del 

hiperbolclde de revoluci 6 n cuyas generatrices se apoyan sobre un 

circulo y forman angulo de 45c: con las tangentes al mismo. 

EJ.4 ,- Dada una superficie S y un a cur v a regular «(s) sobr to , la 

familia monopar ametr i ca de pianos envuelve a una 

super fine reglada cuyas generatrices son las rectas limits de 1 af¬ 
reet as de i n ter sec c i on de dos pianos proxiiTios. 

a) Prohar que las rectas de interseccion de 1 os pianos tangentes 
en a (s) y a (s+As) tienden a una recta por oe(s) de direccibn 


N (s) "'*• ft ? <s) . Indi ca cio n : 1 i m 

As—>0 


N(s> N<s+As) N< s) ft (s) 


| N’<s) | 


b) 

Escribir la 

ecuacion 

de la reglada. 

c) 

Probar que 1 

a reglada 

es desarrollable. 

d) 

Estudiar 1 os 

ejemplos 

siguientes ; 
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Fig 107 




































Fig. iop 

E J . 5 . — Demostrar que la normal a u.na reglada dssarrol 1 able es 
constante a lo largo de una generatriz. 

Indicaci6 n. F'rLiebe que <N^,X^> = <N v ,X^> = 0 y que e^sto implica 
la constancia de N a lo largo de la u-curva - 

2 2 

EJ x 6 . — Demostrar que el paraboloide hiperbolico 2 — x — y una 

reglada no desarroi1 abler <Ver ejerclcio 9 de la practice 4). 
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CAPITULO 6 GEOMETRIA INTRINSECA . GEODESICAS . 


De-fini remos 1 os conceptos de campo vectori al, sobre una 
super-Tide 3 y derivada covari ante de un campo vectorial d lo 
largo de una curva de S. 

Campo vectorial en un abierto U a S es una asignaci6n 

diferenciable p ->w(p) e T ^(S) para todo p e U- 

Si a es una curva sobre S 7 w(t) es un campo a l_o 1 ar q o. de a 
si w es diferenciable y wtt) e T a(t) <S> para todo tel. Por 

ejemplo, w<t> puede ser la restricci6n woc* de un campo w definido 

en un abierto de S. 

En [R 3 ,1 a derivada de un campo w a lo largo de una curva es 

w’ (t) = -ttI— !w»o) - 
dt 

3 

Adaptamos este concepto a una superficie S c tR definiendo: 
6.1.DEFINICION * Si w(t) es un campo vectorial de+inidc a lo largo 
de una curva cx que pasa por p = «<0) , 1 a der i vada covari an i g. §Lll P- 
de w es el vector <o> = proyecci6n normal de w <U) sobre T^(b). 

E>e este modo solo consideramos la variaci6n de • w en T^<3), 
dejandu de 1 ado la componente normal de w’ (0) . 
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1 


Veremos que el vector ^ (0) asi obtenido solo depende de w 
y de v = a’(0) , siendo, por lo tanto, i ndependi ente de a. , y que 


Dw 

dt 


es un concepto intrinseco que 


solo depende de 1 a metrics de S. 


En e-fecto, si X(u,v) es una parametrizaci6n en torno de p y 
«<t)= X (u (t) , v < t) ) w (t) = a (t) X u + b<t> X. y donde a(t) y b(t) son 

funci ones dif er snciab1es,tenemos : 

w’ <t> = a’< t)X + b’ (t)X + a(t)<X u’<t> + 

u V uu 

X V 1 <t) >+b<t) (X u T <t>+X v’(t>>. 

LI V VLl VV 

Como X = r 1 X + r 2 X + eN, etc. , reemplazando y tomando 
UU 11 u 11 v 

la components sob re T^_ (3) result a : 


(*) 

Dw _ 
dt 

(a’+T 1 a 

ii 

u ’ +■ 

r 1 <a v’ + b 
12 

u ’ ) 

+ 

r 1 b v ’ > 
22 

X 

u 



4- 

(b’+r 2 a 

ii 

u’ + 

r z (a v’ + b 
12 

Li’ ) 

+ 

r 2 b v ’ > 
22 

X 

V 


donde 

los coeficientes 

a, b 

y las derivadas 

se 

evaluan 

en p, 

al 


igual que Ids simbolos de Christoffel. 

Como u’(0) , v’<0) son las componentes de a'(0) la derivada 

covariante solo depende de v=cr (0) y no de la cur va a. 

En la ecuac i on aparecen los simbolos de Christ of tel , q ! -' e ? 

co mo vimos, sol o deoenden de 1 os coef ici entes m£ tricos. 0 sea que, 
a pesar de que la hemos definido en 0? 3 . en base a w’(t) , la 
derivada covariante de un campo vectorial en una superficie o es 
un concepto intrinseco, que queda definido por la f6rmula (*>. 

Siendo a ? (t) y b’(t) f unci ones lineal es de w y la expresi 6n 


lineal en a ? b,a%b'la formula <*> tambi^n demuestra la 


Dw 
dt 

linealidad de 


E>w 

dt' 


6.2.- PaRALEUSMO DE LEVl-ClVlTA - Lln cam P u vectorial w ( t ; a lo 

Dw 


largo de a se dice par al el o si 


dt 


= 0 V t e I. 
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En el piano, = 0 V i,j,k 

t J 


0? = a'(t) X u ♦ b’<t> X v 


de modo que el campo w es paralelo si a!t/ Y u't, ' q 

constantes, con lo que w<t) = w q constante. El paralelismo 

asociado a la derivada covariante implica tambi^n la constancia be 

la norma. 

Tambi^n sucede con Ids campos paralelos a lo large 

curvas en S : 

TEOREMA 1-- Si v(t> y w(t> son campos paralelos a lo largo de 

a, entonces <v(t),w<t)> es constante- 

Dv _ n v •/’ normal a S , por lo tantO 

DEMOSTRACION * dt" “ ° — > " ® 

<v’,w> = 0. AnMogamente <v,W’> = 0 y por consiguients 

<v(t>,w«t)> = <v’,w> + <v,w’> = 0 y <v<t) w(t>> es constante. 
COROLARIO - Todo campo paralelo es de norma constante. Dos campos 
paralelos -forman angulo constants. 


dt 


or. 


En eiecto |v| 2 = <v,v> es constante, por el teorema anteno 
Si una super-f i ci e S ± se aplica i som^tri camente sobre otra 
un campo paralelo a lo largo de una curva en S t se trans-forma en 
un campo paralelo a lo largo de la curva correspond! ente en 3 z ,ya 
que las componentes del campo satistacen a 1 e. misma e '- uaL - 6 " 
diferencial (*>* 

Tambi6n, si dos superficies son tangentes a lo y- 1 ue LlM=s 
-r- c = t q tndG tel - si un camp* 

curva a 5 es 


i S para todo tel 

CXit) 2 


es paralelo en una de el las tamhi£n lo es en la otra- ^Porque^t 


E S to nos permits considerar el 


E 1 emp 1 o : Sea C Lin paralelo de la ssfera unit-ric. 5=^ y 2 


cono tangente ala esfera a 


lo largo de C 






























y> = rx/2-tp 


Y 


Sea w un vector unitario tangente a C en p. 
o 

Si <p es la colatitud de C, S^ tiene apertura 
puede aplicarse sobre un sector circular del piano, 
correspondiente al Angulo 2n sen y/ = 2n cos <p . 




Como el trasporte a lo largo de C del vector es el mismo 
en ambas superficies y y esta ultima es isom^trica al piano, 
donde C pasa en un arco a de circunferencia; siendo en el piano 
w(t) paralelo a para todo t, tenemos , segCin se observa en la 
figura anterior, que el Angulo entre w(t) y a’<t) es igual a £(t). 

En la posici6n inicial @<0) = 0 y en 1 a posici6n final 
6 =271 cos %>m 

i 

Si un campo es paralelo, decimos que w(t) "se trasporta 
paralelamente". El ejemplo anterior muestra que el vector tangente 
a un paralelo que no sea circulo mAximo no se trasporta 
paralelamente. 

Si el circulo es mAximo (meridiano) la "envolvente de la 
familia de pianos tangentes" a lo largo de C <Ej.4 de la prActica 
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5)es un cilindro y C se tran-forma en un segmento de recta-Entonces 



El tra^portado paral el u a It- ’ argo de un a curva es uni c o : 

TEQREMA £ . Si a: I -> S es una curve, par ametri z ada regular y 

w 0 *= (to) S ' entonces exists un uni co campo paralelc a lo largo 


de a con w(to) = w 

o 


E>w 


DEMQSTRACtON - £n e-fecto — = 0 da el si sterna de ecue.ciones 
diEerenciales 

a’= - (r) LI ’a + r 1 v ’ a + r 1 u’b + r 1 v’b) 


12 

_2 


22 


b’- (r u’a + r 2 v’a + r z u’b + r z v’h> 

12 12 22 

er« las variables a y b y variable i ndependi ente t- Los 

.k 


coeEicientes u’(t),v’<t> y las Eunciones i ( t > son 

i j 


tunci ones 

diEerenci ables de t- For lo tanto el si sterna tiene solucion Global 


dnicci en I con condi ci ones ini ui c*,l trs a—a . b=b . coupon antes de 

o o 

w 

o 

bn el ejemplo del paral el o C del cono vimos que el vector 
tangents a C no se transports paralelamente. 

Las curves que si tienen esta prop!edad se 11aman geodesleas - 
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6.3.~ DEFINICIQN - Una curva conexa y.l 


> S es 


una geod^sica 


sx 


admite una parametrizaciin para la que =0 para todo tel. 

For el teorema 1 si y es geod^sica \y’ (t)J = constante,o sea, 
t es un multiple) del arco s« 

Siendo ~~ = 0 el vector ds curvatura y* 9 ( t' es normal a 
T p <s > cada punto p = y( t). Y esta condicion es suficiente para 
que ^ sea geodesica. 

£jernp lo 1»- El vector tangente a un meririiano de la esfera,como 
vlmos,se trasporta paralel amente* 



E jemp 1 o 2.— El cillndro es loualmente isom^trico al piano, por lo 
tanto, una recta del piano pasa por la isometrla en una geodesica 
del cilindro. 



Fig. 114 

































For ejemplo, una recta por el origen (0,0) de ecuaciones 
param^tricas u(s)=aos, v(s)=b=> s , considerando la parametrizaci6n 
del cilindro X(u,v)=(cos u, sen u,v) donde X(0,0)=p, se transforms 

por la isometria en la curva 

* 

X(u(s) ,v(5))=(cd5 as, sen as, bs) 

oue es un arco de helice. Naturalmente,este arco puede tenderse 
a tuda la h^iice, que es una geod^sica del cilindro. 

Las rectas perpendiculares pasan en las generatrices del 
cilindro y las paralelas en circulos (cos as, sen as,c), que son 
geod^sicas cerradas. 

Como las unicas geodesicas del piano son las rectas, las 
helices, circulos y generatrices son las unicas gsod^sicas del 
cilindro, 

Puede probarse que, en superficies cerradas come el cilindro, 
la distand a mas corta entre dos puntos es la longitud de un arco 
de geodesica (no cualquier geodesica). La demostracion no es taci1 
(teoremas de Jacobi), 


geod^icas que unen p con q . Solo una minimiza la 
di stand a intrinseca : 

















ExiSTENCIA DE GEODESICAS- Como el vector r'( t) =X l< u’ <t)+X v v’<t> 
se transporta paralelamente poniendo a=u f , b=v’ en las ecuaciones 
diferenciales del trasporte paralelo obtenemos : 


+ r 1 

<Ll’) 2 

+ 2 

r 1 

u’v’ + r 1 <v’) 2 

= 0 

ii 



12 

22 


+ r 2 

<u’ ) 2 

+ 2 

r 2 

u’v’ + r 2 <v’) 2 

= 0 

ii 



12 

22 



cuyas soluciones u(t> , v(t) nos darAn las geod^sicas por cada 
punto p. 

Como el si sterna es de 2— orden, las condi clones ini dales son 

U , V , U ’ , V ’ . 

o o 7 o o 

El teorema de existencia y unicidad afirma entonces que , por 

cada punto p = X(u ,v ) e S y en cada direcci6n v = u ’ X + v’ X 
- r- o o — - - ~ o o u o v 

pasa una qeod^sica yi -► S- 

Si | v 0 | ^ 1 la geod^sica obtenida no estarii parametrizada por 
longitud de arco. 


GEODESICAS DE UNA SUPERF1CIE PE REVOLUCION : 

La condici6n n II N nos permite afirmar que todos los 
meridianos de una super-ficie de revoluci6n son geoddsicas. En 
cambio, solo ser&n geod^sicas aquellos paralelos en los que se 
cumpla n | | N , que son aquellos en los que la curva generadore 
est6 a distancia maxima o minima (local) del eje z, o con punto de 
inflexi6n con tangente paralela a dicho eje. 
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Ftcf - 11<5 


Podemos tambi^n deducir este r^BuItado analiticamente, En una 
super -f i cl e de revoluci6n Ids simbolos de Christo-ffel est^n dados 
par : 



<P P' 

(p r )^+<p' 


1 = p p ‘ 

12 2 
<P~ 


r \i = 0 


r' = o 


J2 _ p 5 p * ’ +y/ ’ yj ’ 


kp ' ) *“+ ip ' ) 


EntonLEb, l as ecuaciones di -f erenci al es de una super-f i ci e de 


revolucion son 


LI 7 ’ + 


u’v’ = 0 


V"-4A- o (u’) Z + . 

? -£• 




p* p* ^ + yj* yj* ’ 

(.p ) 4 - ( ys * ) “ 


(v’>^ = 0 


Si suponemos Ids meridianos parametrizados par lonqitud ti± 
area, a Id largo del msridiano u = cte , y = v s! se tiene 
1 (0 ? v 5 ) = <Y Z iY’ l > = ) *"+ (y; - ) ~ < v 5 } 2 = i 
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donde ip* y y/* son *f unci ones do v. 

Derivando respecto de S : 

2<y>’> 2 +<y/’> 2 v* v”+ 2( f v” + y>”)<v’)° 


= 0 


o sea 


v’ ’+ 


<£>’ ) 2 + ( y /’) 2 


I if n 

<v»)^ = 0 


que es la 2° ecuaci6n cuando u = cte. 

Eorno la primera tambi^n se satis-Face pues u’=u”=0 ,todos los 

raeridianos son geod^sicas. 

En un paralelo u = u<s> , v = cte , la primer ecuaci6n da 
u 5 (s) = constante (?* 0) . 


La segunda d£ 


tp ip‘ 


( (p ’ ) 2 + (y/ 1 > 2 


<u’) = 0 


que, siendc tp 0 , u’^ V da tp - 0 


Ee decir: para que un p ar al el st?a gg^depi ca el_ vector , 

tanqente a la curva oeneratriz debs ser de la form a <0,y/’<v>>,Q 

sea, paralelo al eje de rutac 1 6 n. 

Para las restantes geod£sicas de una superficie de revoluci6n 

puede probarse la reiacio n de Clairant , que da una prppiedad 

geometrica interesante. La ecuacion 

u ’ ’ + ^ ^ — - u’v’ = O 
2 

puede escribirse como 

(y> 2 u ’) ? = /u ’ ’ + 2<p<p f .u. * v ’ = O 
que nos dice que , para una geodesic a 
y> 2 u 1 = constante. 
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Por otra parte, el Angulo de la curva con un paralelo que 
ella corte estA dado por 


cos 6 = 


<X u' + X v', X > 
u v ’ u 


I X ul 


suponi^ndola parametrizada por longitud de arco.O sea cos 6 = —* f 

2 Vf 

como E — tp -finalmente cosB = , de modo que tp cos 6 = c 

constante . 

Esto permite estudiar el comportamiento de algunas geod^sicas 
en superficies de revoluci6n. 

Ejemplo : paraboloide z = x 2 +y 2 . 



Fig. 117 


Como tp cos B c , 0 aumenta a medida que tp aumenta, ya que 
cos 0 disminuye. 

Como B no alcanza el valor tt/ 2 , o sea, y no es asint6tica a 
un meridiano, la geodesies se enrosca indefinidamente, cortdndose 
a si misma. (DO Carmo) 

6.4-.- APLICACION EXPONENCIAL - En T p (S) ,1a recta tangente en 

direcci6n v puede parametrizarse tv, t e R. 
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Fig. 418 


Consideremos la geod^sica ^(t) por p en la direcci6n v. Si 

5 


efectuamos el cambio de par&metros t= 


FT’ 


el la queda tambi^n 

parametrizada por longitud de arco,ya que ^’(s)= j'Mt) = - |~j * ■ 
Ya demostramos que (t) J = Jv| para todo t e is,*:) de modo que 
\y' (s) | = 1 para todo 5 . 


de la 
Y % ( 0 ) 


Entonces podemos considerar la aplicacidn 

exp (tv) = r(t), exp (O) = p 
F P f ’ P 

semirecta tangente sobre la geod^sica y 
= v. 


correspondiente a 


Por lo explicado antes, la longitud del segmento tv es 
igual a la longitud de geod^sica entre p y ^(t). 
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Es decir, la aplicacion exponencial consists en apllcar, por 
ejemp 1 - un fiilo i.nextensible sobre la semirecta y extenderio 
1uego sobre la geodesies, cuando esto sea posible, o sea, cuandc 
dicha geodesica est£ definida. 

La existence a de puntos singulares o de "agujeros" en una 
super-fi cie abierta puede hacer que la aplicaci6n este definida 
solo .sobre un segmento de la semirecta tangente. 

Veremos di+erentes casos en 1 os ejemplos que siguen : 

EJEMPL O : Cl) ESFERA DE RADIO 1 - 
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Dada una recta por p la geod«§sica correspond! ente a cualquier 
vector v sobre esa recta es el circulo m^ximo intersecci6n de la 
esfera con el piano por N y v. Evi dentemente toda la recta puede 
enrrollarse indefinidamente sobre el meridiano. 

Una super-ficie en que t=?sto sea posible se dice completa . 

(2) CONO • en el cono, en la direcci6n de una generatriz no puede 
ex tender 5 e la geodes!ca , que es la misma generatriz, pues se llega 
al punto singular (v^rtice). 

En otra direcci6n, la geod^sica puede o no enroscarse 
indefinidamente. (Hay geodesicas que vuelven a p —Do Carmo— pag. 
308). Otras se enroscan tendiendo al v^rtice. 



Si ponemos en las ei_uaci ones di f erenci ales de las geodesicas 
U’ =? ? v ■ =Tj obtenemos las ecuaciones en 4 variables : 



Li’ 

= ? 







<*) < 

v’ 

V 

= 7? 1 7 1 

= -tr f + 2 r 

11 12 

? V + r 1 T7 2 ) 







„ 7?* 

= -«;r 2 ? 2 - 2 t 2 

11 12 

? 77 + r 2 77 2 ) 

22 






que dan un 

c ampo vec toria1 

(u’ ,v’ ’ ,77’) 

I 

R 4 . 

El 

t Bur ema 

de 
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existencia y unicidad de trayectorias (Lang-Analysis I) dice que 
dado <u 0 » v 0 *^ 0 V abierto en D? 4 en el que son contl nuas las 

r ij <qUe sol ° dependen de u y v) , existe un £ tal que hay una 

tinica trayectoria ,u (t) , v (t) ,? (t) ,77 <t)) pasando por (u ,v ,f ,77 ) , 

con t <= <,-£,£). Como f Q =u’ (X» , 77 =v’ (0) poniendo V=Ux[R 2 , U entorno 
coordenado de p, [R i denti-f i cado con T p (S) ,tenemos:por cada p e S , 
cualquier vector <= T p (S) determina una unica geodesica con 

j'(0>=p , y' s 0)=w . 

Adem^s, el teorema de la dependencia de las condiciones 

iniciales dice que : "dado el punto <u ,v ,77 ) e V existen un 

o O ' o o 

entorno W c V de ese punto, un intervale (-e ,s) y una -Funci6n 
di-f erenci abl e ft (t, u, v ,77) tal que, para (u, V,? ,77) e W -fijo ella es 
1 atrayectori a del campo vectorial por <li,v,?, 77> e= W con 

tm<.-s,£) . (Igual intervale para todo punto de W) . 

Poniendo W B^Cq) donde q = X(u,v) , <u,v) e resulta: 

para todo punto q e X(L^) y todo vector v e T (S) tal que |v|<<5, 
la curva /?(tju,v,u’,v’) es la geodesica por q con t «= (—£,£). 

En particular , para p = X(u ,v ) tenemos que 

OO 

Y\ l)-/?< t,v) =ft (t,,u’,v') es la geodesica con ^(0)=p, ^’(0)=v, 

Y gsta geodesi ca esta del inida , para todo v con j v | <6 ^ en el 
mi snip i nterval o {,&} . 

Volviendo a la aplicacion exp(v) ella esti definida en todas 

las direcciones del plane tangents para 1 os vectores v e B (p) „ 

5 ' ^ ' 

<B <p) es el circulo de radio 6 en el olano T (S'* , con centre en 

P 

p= <0,0 ) . 

El resultado es.lo que se llama un ci rcul a geodesico en S 
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■formado por segmentos de geod^sicas gue parten de p y tienen 
longitud igual a |v|. 



Fig. 122 


Las geod^sicas que parten de p se 11aman geod^sicas radiales- 

La aplicaci6n exp <v) : B x c: T (S) -> S 

p op 

es di f erenci abl e pues /?(t,v) lo es. 


P 5 


Podemos probar que exp^ es un difeomorfismo en un entorno de 


32 exp^ 5 - y S es un di -feomor-fi smo en &lgun circulo 

B c B . 

61 6 

PEMOSTRACION = Sea v e T p (S). La recta por (0,0) en direcci6n 

v tiene ecuaci6n c*(t)=t v con a’ (0)=v. 

La curva exp ©a=exp (tv) es la geodesies ^ (t > =/?(t, v) con 
p P 

vector tangente de norma constante igual a |v| . En particular 
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^’(0)=v . Entonces : 


Id exp ] <v) = 

t 'p J ( 0 , 0 '/ 




es la identidad por Id tanto, d exp^_ es no singular en (0,0) . El 

teorema de la funci6n inversa para superficies (ejercicio 16 de la 


practice 2) afirma que exists un entorno c: B r tal que exp 

6i 6 *p 


i B 


S± 


difeomorfismo entre y el circulo geod^sico exp )• 


p S i 


Un entorno dtl punto p en el que la aplicacion exponencial 
sea difeomorfismo se 11 ama entorno normal de p. 

La existencia de entornos normales permits introducir 
coordenadas locales con propiedades interesantes : las coordenadas 
g guu e si cas, ya que en un_ entorno normal „ todo punto c esta uni do a 
EL por una u ni ca geodesi ca - Porqu^?) 


6.5- COORDENADAS GEODESICAS POLARES . 

Sea V un entorno normal de p y B^= exp^Py(0) un circulo 
geod^sico contend do en V. 

Blende* exp^(B^(0>) = B^ un di f eomor f i smo ? si l es la 

semirecta por (0,0) e T (S) cuya imagen en B es la aeodesic^ L 

p r- 

que parte de p =exp (0) , las coordenadas 0<p<r, 0<0<zn del si sterna 
de coordenadas pal ares en B._ i 0 ) —l dan una parametri zaci 6n de 
,cuyas p—curvas son las geodesicas radialaa y las 0 —curvas Ids 
circulos osodesicos. 
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Fig. 123 

Podemos demostrar que, excepto en p, los vectores 
si sterna de coordenadas geod^sicas polares son ortogonales . Es el 
LEMA DE GAUSS- Eos circulos geod^sicos son las trayectorias 
ortogonales de las geod^sicas radiales. 

DEMOSTR ACION - Eas ecuaciones de las geod^sicas en un si sterna 
geod£sico polar son : 

p”+ r 1 <p’> 2 + 2 r 4 p’©’+ r 1 <e’> 2 = o 

^ li ^ ^ 22 


12 


e”+ r 2 i (p’) 2 + 2 r 2 2 p’e’+ r 2 2 <e’) 2 = o 

Como para las geodf&sicas radiales 6=cte la segunda d4 

T 2 <p’) 2 =0 . Siendo pV 0 debe ser T 2 = O id«§nticamente. 

11 11 

Consideramos las geod^sicas parametrizadas por longitud de 
arco (E=l). 

Como por la primera ecuaci6n de la p&gina 136 es 

2 

T 1 E + T 2 F = 1/2 E , siendo E=1 constante, y r =0 resulta 
li ii P 1 

p 1 =o ya que E =0 - 

n p 

Tambi^n E =0 y segunda ecuaci6n 
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r 1 f + r 2 

n 11 



1/2 E e 


d4 entonces F =0. 

P 

Es decir, F = < , X 0 > no depende de p. Siendo '(p) y 

*e =a p <6) donde a p e s el clrculo geod^sico de radio p y c< o (0) = p 
para O<0<2rr, como cT<0> = 0 para todo 0 resulta 

F (0,0) = < y' <0) , ct'(0> > = 0. 

o 

Como ya demostramos que F no depende de p seri F(p,0)=o en 
todo el clrculo geod^sico y por lo tanto las lineas coordenadas 
del si sterna geod^sico polar son ortogonales. 


Ahora estamos en condiclones de probar que : "en un entorno 

normal, la geod^sica que une cualquier punto q con p es la curva 

de longitud minima entre esos puntos" . 

La longitud de la geod^sica entre q=(p ,0 ) y p es p - l 

o o *0 y 

Si una curva a(t) cumple a(0)=p, a(ti)=q la longitud de a es 
a ~/~p ' Z +G© dt pues E=1 , F=0 siendo G>0: 


l 

a 



a menos que a. coincida con y <£=cte> , 


por 


t 


lo tanto 


‘a '■ f‘ !/=>’ I It > 



dt = p(t^> - p(0)- 


Como 


P 0 V - 0 hemos demostrado que l > l = c 

a ' y H o ‘ 
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PRACTICA 6- 


Ei^. Probar que toda curva del piano que no sea una recta no es 
geod^sica del piano. 

Indicaci6n s <n,N> = 0 

ILi . g " Probar que las unicas geod^sicas de la es-fera son los 
circulos miLxlmos. 

Indicaci 6 n 5 Ejercicio 17 de la pr&ctica 1. 

»3 .— En el tore, decidir si los paralelos superior , exterior e 
interior, respectivamente, son : a) geod^sicas . 

b) lineas asint6ticas • 

c) lineas de curvatura . 


Ej^4.. a) Demostrar que una curva de S es geod^sica si y solo si 
su curvatura geod^sica K g es nula. <Ej.l3 pritctica 4). 
b) Calcular la curvatura geod^sica del paralelo superior del toro 
generado por la circunferencia (x-a) 2 +z 2 =r 2 , y=0 . 

Si se define el valor algebraico de la derivada covariante 
de un campo vectorial unitario, a lo largo de una curva a, camo el 
nCrmero X tal que 


Dw 

dt 


<t) = X<t> (N(t) 


w<t) ) 


al que denotareoios £ ~ J * 
a) justificar la f6rmula anterior. 


b> Demostrar [ ~ ] = < , N 


dw 

dt 


w> 


c) Si a es una curva sobre S, demostrar que 


= k 


(curvatura geod£sica de ex). 

£-L=J^* “ Demostrar que el trasporte paralelo a lo largo de una curva 
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desde p=ct<0) hasta q=a<t> equivale a una rotaci6n en un Angulo 

<p(t) de I 05 vectores tangentes . 0 sea >p : T a<C) ) < S) * ^a(t) 

tal que qp(v<0)) = v(t), trasp.ortado paralelo de v(u) » es una 

2 

rotaci6n, si i denti -f i camos cada T^fS) con ER 

Ej.7 .- Consid^rese una geod^sica que parte de un punto en la parte 
superior <z>0> de un hiperboloide de revoluci6n x +y -z =1 y forma 
un ingulo 6 con el paralelo que pasa por p de modo que r-<=sQ = 1/r 
donde r es el radio del paralelo, Demuestrese que la geodesica, en 
la direccion de 1 os paralelos decrecientes , se aproxima 
asi nt6t i camen te al paralelo >{ 2 +y 2 =l , z=0 . Indicaci6n : use ^a 



Ftg. 12t 


Ej,8 .- Sea a una cur va con k (s) ^0 y r(s)^0 para todo s e 1- 
Consideremos la tamilia de sus pianos rectificantes y sea S la 
envoivente de dicha familia. Demostrar que S es regular en un 
enter no do ex. que es un a r eg 1 ad a desarrol 1 able y que a. es gedue^ica 
en S, 
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<Esto justi-fica el nombre de piano rectificante) . 

Indicaci6n • Dos pianos pr6xlmos de la familia de pianos 
rect i -f i can ties 5 de normales n(s) y n (s+As) se ccrtan a lo largo de 
una recta de vector paralelo a n(s) n(s+As) 

’As 

For Id tanto la generatriz de la envoivente tiene la 
direccion del vector n(s> ^ n 5 <s>. 
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